Diferensiyel Denklemlerin Smiflandirilmasi

Tanim 1. Bir bilinmeyen fonksiyonun bir bagimsiz degiskene gore tiirevlerini
igeren denklemlere adi diferensiyel denklem adi verilir.

Ornek 1.
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denklemleri y bagimh degisken, x bagimsiz degisken olmak iizere adi diferensiyel
denklemlerdir.

Tamim 2. Bir bagimlh degigkenin bir ya da daha fazla bagimsiz degiskene gore
tiirevlerini iceren deklemlere kismi diferensiyel denklem denir. Ornegin
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bir kismi tiirevli denklemdir. Bu derste adi diferensiyel denklemler ele alinacak-
tir.

Tamim 3. Bir diferensiyel denklemdeki en yiiksek tiirevin basamagina diferen-
siyel denklemin basamag: ya da mertebesi ad1 verilir.

Tamim 4. Bir diferensiyel denklem, bagimlh degisken ve tiirevlerine gore poli-
nom bi¢iminde (veya yazilabiliyor) ise, denklemdeki en yiiksek tiirevin kuvvetine
diferensiyel denklemin derecesi adi verilir.

Tanim 5. y nin bagimh degisken, = in bagimsiz degisken oldugu n-yincibasamaktan
lineer diferensiyel denklem agagidaki formdadir:
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Tanim 6. (1) diferensiyel denklemindeki ag(x), a1 (z), ..., a,(x) katsayilarindan
en az bir tanesi z-e bagh ise, (1) denklemine degigken katsayili lineer diferensiyel
denklem denir. Katsayilarin tamami sabit ise, (1) denklemine sabit katsayil
lineer diferensiyel denklem denir.

Tanim 7. (1) denkleminde b(xz) = 0 ise, (1) denklemine homogen diferensiyel
denklem, aksi durumda homogen olmayan diferensiyel denklem denir.

Ornek 2. Asagidaki denklemleri simflandiriniz.

d?y _dy
@y | 0y — 2
dx2+5dx+6y 0 (2)

4
@-&-x d

’y
I 3@ — ze’y =sinx (3)



Py dy 2
2—2 2 = 4
dx? i dw 7 0 )
d'y &’y 20— o
(@)2+$3(@)3 —ze'y =sinx (5)

Co6ziim. (2) denklemi, 2. basamaktan sabit katsayili lineer homogen diferensiyel
denklemdir.

(3) denklemi, 4. basamaktan degisken katsayili lineer homogen olmayan difer-
ensiyel denklemdir.

(4) denklemi, 2. basamaktan lineer olmayan diferensiyel denklemdir, derecesi 1
dir.

(5) denklemi, 4. basamaktan lineer olmayan diferensiyel denklemdir, derecesi 2
dir.

Bir Diferensiyel Denklemin Coziimii

F(z,y,y,...y™)=0 (6)
n-yinci basamaktan diferensiyel denklemi ele alalim.

Tamim 8. y = f(x) bir reel I araliinda tanimh ve n. mertebeden tiirevlere
sahip bir fonksiyon olsun. Eger her z € I i¢in y = f(z) fonksiyonu (6) diferen-
siyel denklemini saglarsa, f fonksiyonuna (6) nin bir ¢dziimiidiir denir.

Tamim 9. (6) diferensiyel denkleminin biitiin ¢dziimlerini barmndiran ve n tane
keyfi sabit igeren bir ¢ziime (6) nin genel ¢ziimii denir.

Tanim 10. Genel ¢oziimden keyfi sabitlere 6zel deger verilerek elde edilen
¢oziimlere 6zel ¢oziim adi verilir.

Tanim 11. Genel ¢oziimden keyfi sabitlere deger verilerek elde edilemeyen
ancak denklemi saglayan ¢oziimlere aykir (tekil) ¢oziim adi verilir.

Ornek 3.
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diferensiyel denklemini ele alahm. f(z) = (z + ¢)?, ¢ keyfi sabit, fonksiy-
onunun (7) denklemini sagladigi kolayca goriilebilir. f(z) fonksiyonu (7) nin
genel ¢oziimiinii ifade eder. g;(z) = 22, go(z) = (z + 1)?,... fonksiyonlar1 (7)
denkleminin 6zel ¢ziimleridir. Ayrica y = 0 fonksiyonu (7) denklemini sagladig
halde genel ¢oziimden elde ediliemez. Dolayisiyla y = 0 aykir1 ¢oziimdiir.

Baslangi¢ ve Siir Deger Problemleri

Tamim 12. Bir diferensiyel denklemle birlikte kogullar bagimsiz degigkenin tek
bir degerinde veriliyorsa, diferensiyel denklemle birlikte kogula ya da kosullara
baglangi¢ deger problemi adi verilir. Eger diferensiyel denklemle birlikte kogullar
bagimsiz degigkenin birden fazla noktasinda veriliyorsa, bu problem bir sinir
deger problemi olarak adlandirilir.



Ornek 4.
y' +2y —y=¢€", y(0)=0, y(0)=1

bir baglangi¢ deger problemidir.
y'+2y —y=¢", y(0) =0, y'(1) =1

bir sinir deger problemidir.

Coziimlerin Varlik ve Tekligi

f(z,y) fonksiyonu zy—diizleminin (zg, yo) noktasini igeren bir bolgesinde taniml
bir fonksiyon olmak iizere

y' = f(z,9), y(zo) = yo (8)
baglangi¢ deger problemini ele alalim.

Teorem 1. f fonksiyonu bir dikdértgensel
R= {(mvy) : |£L’—;U0‘ < a, \y—yo\ < b}

bolgesinde siirekli ise, bu durumda (8) baglangi¢ deger problemi |z — zo| < h
araliginda en az bir ¢oziime sahiptir.

Teorem 2. f ve g fonksiyonlar1 bir dikdortgensel
Y

R={(z,y): |z —z0| <a, |y—uyol <b}

bolgesinde siirekli ise, bu durumda (8) baglangi¢ deger problemi |z — 2| < h
araliginda bir tek ¢oziime sahiptir.

Ornek 5.
y' =ay'?, y(0)=0 (9)

baslangi¢ deger problemini ele alalm. f(z,y) = zy'/? fonksiyonu (0,0) 1 iceren
bolgede siirekli oldugundan (9) baglangi¢ deger problemi bir |z| < h araliginda
en az bir ¢oziime sahiptir, burada h pozitif bir sabittir.

Ornek 6.
y =2’ +ay’, y(2) =1 (10)
0
baglangi¢ deger problemini ele alalim. f(z,y) = 23+ 2y ve a—; = 3ay? fonksiy-
onlart (2,1) noktasim igeren bir bolgede siirekli olduklarindan (10) baglangig
deger problemi bir |z — 2| < h araliginda bir tek ¢oziime sahiptir, burada h
pozitif bir sabittir.



Diferensiyel Denklemlerin Elde Edilmesi
f(@,y,¢)=0 (11)

bagintisi ile verilen bir parametreli egri ailesini goz 6niine alalim. ¢ parametresini
sabit tutarak (11) bagintisinin z—e goére tiirevi alimirsa
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denklemi elde edilir. (11) ve (12) denklemleri arasindan ¢ parametresi yok edil-
erek birinci basamaktan

F(a,y.y') =0
bigiminde birinci basamaktan diferensiyel denklem elde edilir.

Uyar1. Verilen egri ailesini ¢oziim kabul eden en diigiik basamaktan diferensiyel
denklemi bulmak icin egri ailesinin igerdigi parametre sayis1 kadar tiirev alinip,
parametreler yok edilir.

Ornek 7. y = ca® — 4 egri ailesini ¢oziim kabul eden en diigiik basamaktan
diferensiyel denklemi bulunuz.

Cozitim. Verilen bagintinin her iki yaninin x—e gore tiirevi alinirsa
y = 2cx
elde edilir. Buradan ¢ = y’/2z olup verilen bagintida yerine yazilirsa,
xy — 2y =38

birinci basamaktan diferensiyel denklem elde edilir.

Ornek 8. y = ¢;sinz + cocosz efri ailesini ¢oziim kabul eden en diisiik
basamaktan diferensiyel denklemi bulunuz.

Coziim. Verilen bagintinin her iki yamimin z—e gore iki kez tiirevi alinirsa
/ .
Yy = c1c08x — cosinx

ve

y' = —cisinx — cycosx

denklemleri elde edilir. ¢; ve co parametrelerini yok etmek icin verilen denklem
ile son elde edilen denklem taraf tarafa toplanirsa istenen diferensiyel denklem

y'+y=0

bulunur.



