
Diferensiyel Denklemlerin S¬n¬�and¬r¬lmas¬

Tan¬m 1. Bir bilinmeyen fonksiyonun bir ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skene göre türevlerini
içeren denklemlere adi diferensiyel denklem ad¬verilir.

Örnek 1.

dy

dx
= x+ 5

d2y

dx2
+ 3

�
dy

dx

�2
+ 2y = 0

xy000 + y0 � y = cosx

denklemleri y ba¼g¬ml¬de¼gi̧sken, x ba¼g¬ms¬z de¼gi̧sken olmak üzere adi diferensiyel
denklemlerdir.

Tan¬m 2. Bir ba¼g¬ml¬de¼gi̧skenin bir ya da daha fazla ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skene göre
türevlerini içeren deklemlere k¬smi diferensiyel denklem denir. Örne¼gin

@2u

@x2
+
@2u

@y2
+
@2u

@z2
= 0

bir k¬smi türevli denklemdir. Bu derste adi diferensiyel denklemler ele al¬nacak-
t¬r.

Tan¬m 3. Bir diferensiyel denklemdeki en yüksek türevin basama¼g¬na diferen-
siyel denklemin basama¼g¬ya da mertebesi ad¬verilir.

Tan¬m 4. Bir diferensiyel denklem, ba¼g¬ml¬de¼gi̧sken ve türevlerine göre poli-
nom biçiminde (veya yaz¬labiliyor) ise, denklemdeki en yüksek türevin kuvvetine
diferensiyel denklemin derecesi ad¬verilir.

Tan¬m 5. y nin ba¼g¬ml¬de¼gi̧sken, x in ba¼g¬ms¬z de¼gi̧sken oldu¼gu n-yincibasamaktan
lineer diferensiyel denklem aşa¼g¬daki formdad¬r:

a0(x)
dny

dxn
+ a1(x)

dn�1y

dxn�1
+ :::+ an�1(x)

dy

dx
+ an(x)y = b(x) (1)

Tan¬m 6. (1) diferensiyel denklemindeki a0(x); a1(x); :::; an(x) katsay¬lar¬ndan
en az bir tanesi x-e ba¼gl¬ise, (1) denklemine de¼gi̧sken katsay¬l¬lineer diferensiyel
denklem denir. Katsay¬lar¬n tamam¬ sabit ise, (1) denklemine sabit katsay¬l¬
lineer diferensiyel denklem denir.

Tan¬m 7. (1) denkleminde b(x) � 0 ise, (1) denklemine homogen diferensiyel
denklem, aksi durumda homogen olmayan diferensiyel denklem denir.

Örnek 2. Aşa¼g¬daki denklemleri s¬n¬�and¬r¬n¬z.

d2y

dx2
+ 5

dy

dx
+ 6y = 0 (2)

d4y

dx4
+ x3

d3y

dx3
� xexy = sinx (3)
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d2y

dx2
+ 2

dy

dx
� y2 = 0 (4)

(
d4y

dx4
)2 + x3(

d3y

dx3
)3 � xexy = sinx (5)

Çözüm. (2) denklemi, 2: basamaktan sabit katsay¬l¬lineer homogen diferensiyel
denklemdir.
(3) denklemi, 4: basamaktan de¼gi̧sken katsay¬l¬lineer homogen olmayan difer-
ensiyel denklemdir.
(4) denklemi, 2: basamaktan lineer olmayan diferensiyel denklemdir, derecesi 1
dir.
(5) denklemi, 4: basamaktan lineer olmayan diferensiyel denklemdir, derecesi 2
dir.

Bir Diferensiyel Denklemin Çözümü

F (x; y; y0; :::; y(n)) = 0 (6)

n-yinci basamaktan diferensiyel denklemi ele alal¬m.

Tan¬m 8. y = f(x) bir reel I aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ve n: mertebeden türevlere
sahip bir fonksiyon olsun. E¼ger her x 2 I için y = f(x) fonksiyonu (6) diferen-
siyel denklemini sa¼glarsa, f fonksiyonuna (6) n¬n bir çözümüdür denir.

Tan¬m 9. (6) diferensiyel denkleminin bütün çözümlerini bar¬nd¬ran ve n tane
key� sabit içeren bir çözüme (6) n¬n genel çözümü denir.

Tan¬m 10. Genel çözümden key� sabitlere özel de¼ger verilerek elde edilen
çözümlere özel çözüm ad¬verilir.

Tan¬m 11. Genel çözümden key� sabitlere de¼ger verilerek elde edilemeyen
ancak denklemi sa¼glayan çözümlere ayk¬r¬(tekil) çözüm ad¬verilir.

Örnek 3. �
dy

dx

�2
� 4y = 0 (7)

diferensiyel denklemini ele alal¬m. f(x) = (x + c)2; c key� sabit, fonksiy-
onunun (7) denklemini sa¼glad¬¼g¬ kolayca görülebilir. f(x) fonksiyonu (7) nin
genel çözümünü ifade eder. g1(x) = x2; g2(x) = (x + 1)2; ::: fonksiyonlar¬(7)
denkleminin özel çözümleridir. Ayr¬ca y = 0 fonksiyonu (7) denklemini sa¼glad¬¼g¬
halde genel çözümden elde ediliemez. Dolay¬s¬yla y = 0 ayk¬r¬çözümdür.

Başlang¬ç ve S¬n¬r De¼ger Problemleri

Tan¬m 12. Bir diferensiyel denklemle birlikte koşullar ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenin tek
bir de¼gerinde veriliyorsa, diferensiyel denklemle birlikte koşula ya da koşullara
başlang¬ç de¼ger problemi ad¬verilir. E¼ger diferensiyel denklemle birlikte koşullar
ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenin birden fazla noktas¬nda veriliyorsa, bu problem bir s¬n¬r
de¼ger problemi olarak adland¬r¬l¬r.
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Örnek 4.
y00 + 2y0 � y = ex; y(0) = 0; y0(0) = 1

bir başlang¬ç de¼ger problemidir.

y00 + 2y0 � y = ex; y(0) = 0; y0(1) = 1

bir s¬n¬r de¼ger problemidir.

Çözümlerin Varl¬k ve Tekli¼gi

f(x; y) fonksiyonu xy�düzleminin (x0; y0) noktas¬n¬içeren bir bölgesinde tan¬ml¬
bir fonksiyon olmak üzere

y0 = f(x; y); y(x0) = y0 (8)

başlang¬ç de¼ger problemini ele alal¬m.

Teorem 1. f fonksiyonu bir dikdörtgensel

R = f(x; y) : jx� x0j � a; jy � y0j � bg

bölgesinde sürekli ise, bu durumda (8) başlang¬ç de¼ger problemi jx� x0j < h
aral¬¼g¬nda en az bir çözüme sahiptir.

Teorem 2. f ve
@f

@y
fonksiyonlar¬bir dikdörtgensel

R = f(x; y) : jx� x0j � a; jy � y0j � bg

bölgesinde sürekli ise, bu durumda (8) başlang¬ç de¼ger problemi jx� x0j < h
aral¬¼g¬nda bir tek çözüme sahiptir.

Örnek 5.
y0 = xy1=2; y(0) = 0 (9)

başlang¬ç de¼ger problemini ele alal¬m. f(x; y) = xy1=2 fonksiyonu (0; 0) ¬içeren
bölgede sürekli oldu¼gundan (9) başlang¬ç de¼ger problemi bir jxj < h aral¬¼g¬nda
en az bir çözüme sahiptir, burada h pozitif bir sabittir.

Örnek 6.
y0 = x3 + xy3; y(2) = 1 (10)

başlang¬ç de¼ger problemini ele alal¬m. f(x; y) = x3+xy3 ve
@f

@y
= 3xy2 fonksiy-

onlar¬ (2; 1) noktas¬n¬ içeren bir bölgede sürekli olduklar¬ndan (10) başlang¬ç
de¼ger problemi bir jx� 2j < h aral¬¼g¬nda bir tek çözüme sahiptir, burada h
pozitif bir sabittir.
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Diferensiyel Denklemlerin Elde Edilmesi

f(x; y; c) = 0 (11)

ba¼g¬nt¬s¬ile verilen bir parametreli e¼gri ailesini göz önüne alal¬m. c parametresini
sabit tutarak (11) ba¼g¬nt¬s¬n¬n x�e göre türevi al¬n¬rsa

@f

@x
+
@f

@y

dy

dx
= 0 (12)

denklemi elde edilir. (11) ve (12) denklemleri aras¬ndan c parametresi yok edil-
erek birinci basamaktan

F (x; y; y0) = 0

biçiminde birinci basamaktan diferensiyel denklem elde edilir.

Uyar¬. Verilen e¼gri ailesini çözüm kabul eden en düşük basamaktan diferensiyel
denklemi bulmak için e¼gri ailesinin içerdi¼gi parametre say¬s¬kadar türev al¬n¬p,
parametreler yok edilir.

Örnek 7. y = cx2 � 4 e¼gri ailesini çözüm kabul eden en düşük basamaktan
diferensiyel denklemi bulunuz.

Çözüm. Verilen ba¼g¬nt¬n¬n her iki yan¬n¬n x�e göre türevi al¬n¬rsa

y0 = 2cx

elde edilir. Buradan c = y0=2x olup verilen ba¼g¬nt¬da yerine yaz¬l¬rsa,

xy0 � 2y = 8

birinci basamaktan diferensiyel denklem elde edilir.

Örnek 8. y = c1 sinx + c2 cosx e¼gri ailesini çözüm kabul eden en düşük
basamaktan diferensiyel denklemi bulunuz.

Çözüm. Verilen ba¼g¬nt¬n¬n her iki yan¬n¬n x�e göre iki kez türevi al¬n¬rsa

y0 = c1 cosx� c2 sinx

ve
y00 = �c1 sinx� c2 cosx

denklemleri elde edilir. c1 ve c2 parametrelerini yok etmek için verilen denklem
ile son elde edilen denklem taraf tarafa toplan¬rsa istenen diferensiyel denklem

y00 + y = 0

bulunur.
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