ikinci Basamaktan Lineer Diferensiyel Denklemlerin Serisel
Coziimleri

Bu boliimde gegitli uygulamalarda kargimiza ¢ikan fakat elemanter fonksiyonlar
yardimiyla ¢oziillemeyen ikinci basamaktan lineer diferensiyel denklem

po(x)y" +p1(2)y +p2(x)y=0 (1)

sinifi ele alinacaktir; burada pg, p; ve pa ortak garpanlari bulunmayan polinom-
lardir. (1) denkleminin g¢oziimleri genellikle elemanter fonksiyonlar cinsinden
yani kapali formda bulunamaz. Bu nedenle, (1) in serisel formda ¢oziimleri
aranir.

Tamim 1. pg (z) # 0 olmak itizere po(z), p1(x) ve po(x) fonksiyonlar zg da
analitik ise, ¢ noktasima (1) denkleminin bir adi noktasi denir. Aksi durumda
xo noktasima (1) in bir aykir1 (singiiler) noktasi denir.

p1 (@) , _ a2 P2(2)
po () € Rove xli{;lo (@ = o) po (@) ©

R ise o zaman z( aykiri noktasina diizgiin aykiri nokta, aksi durumda diizgiin
olmayan aykir:1 nokta denir.

Ornek 1.

Tanim 2. pg (z) = 0olsun. lim (z — zo)
r—xo

(1—2*)y" =22y +a(a+1)y=0

Legendre denklemi i¢in 29 = 1 ve ¢y = —1 aykir1 noktalarinin diizgiin olup
olmadiklarina bakalim. x¢ = 1 i¢in

. —2z
i-lgll(x_l)l—x? =1€eR
" (a+1) _afat1)
R o (v + ala+
iﬂ(m—l) e 5 eR

dir. O halde z¢ = 1 diizgiin aykir1 noktadir. Benzer sekilde zp = —1 in de
diizgiin aykir1 nokta oldugu gosterilebilir.

Kuvvet Serisi Yontemi

Teorem 1. zy noktasi (1) denkleminin bir adi noktasi olsun. Bu durumda (1)
in her ¢oziimii xg — R < x < z¢ + R araliginda yakinsak olan

y=> an(zr—ao)" (2)
n=0
kuvvet serisi ile gosterilebilir. Bagka bir ifadeyle (1) in genel ¢oziimii

Y= Z an (. —20)" = aoy1 (z) + a1y (x)

n=0



dir.
Ornek 1. (1 + 22?) y”+6ay’+2y = 0 denkleminin genel ¢oziimiinii = in kuvvet-
leri cinsinden yaziniz.

Coziim. y = Zf;o anx™ formunda ¢dziim aranirsa ve denklem diizenlenirse

oo

Z{(”+2)(n+1)an+2+2(n+1)2a0 2" =0

n=0

elde edilir. Buradan

2(n+1)

znrl) —0,1,2,...
(n+2)a,’ " ’

Ap4o = —

genel indirgeme formiilii elde edilir. Genel indirgeme formiilii n sayisinin tek ve
¢ift olmasina gore diizenlenirse

1.35....(2n— 1)

azn = (=1)" n!

ag, nZ 17

ve
4™n!
35.7....(2n+ 1)

hesaplanir. Buradan verilen denklemin zy noktas: komgulugundaki serisel ¢oziimii

2n41 = (*1)71 ai, N > 13

y(x) = agtmztagy (—1) n—(2”+a12 357 (2n +1)

n '
_]71 n 4 n. 2
2 'IL Z’n 1 E n n+1

bulunur.

Ornek 2. 4"/ — (z — 1)y + 2y = 0 denkleminin genel ¢oziimiinii o = 2 noktas:
komgulugunda hesaplayiniz.

Cozilim. x( = 2 noktasi verilen denklem icin bir adi noktadir. t = x — 2 dersek,

verilen denklem,
d?y dy
SV W L9y =0
az T
seklini alir. Bu durumda zyp = 2 adi noktas1 yani denklem icin ¢y = 0 halini
almigtir. Bu denklemin y = 220:1 ant™ geklinde kuvvet serisi ¢oziimii aranirsa,

1
1— 2 2n-+1
y(t) = a0 (1-1) +a1< Z246 men—1)ent D) )

2n+1



elde edilir. Buradan da t yerine x — 2 alinirsa verilen deklemin xy = 2 noktasi
komsulugundaki serisel ¢oziimii

) _22n+1
x_Q_Z (z )

y@) =ao 1~ (-2 + 22206 2n@n—1) @0+ 1)

seklinde bulunur.

Homogen Olmayan Denklemler icin Serisel Yontem

po(2)y" +p1 ()Y +p2(2)y = ¢ (x) (3)

denklemi verilsin. Burada pg (), p1 (x) ve p2 (), (1) deki gibi ortak garpanlar
olmayan polinomlar ve 2 (3) denkleminin bir adi noktas: olsun. ¢ (x) de bir
polinom veya z da Taylor serisine agilabilen bir fonksiyon olsun. (3) iin z¢ nok-
tas1 civarindaki genel ¢oziimii, ¥ = yp, + y, dir. Burada y;, homogen denklemin
genel ¢oziimii, y, de (3) denkleminin bir 6zel ¢ozlimiidiir. Bu 6zel ¢dziim para-
metrelerin degigimi yontemi yardimiyla hesaplanabilir. Alternatif olarak,. ¢ (x)
fonksiyonu xy noktasinda Taylor serisine agildiktan sonra kuvvet serisi yon-
temi dogrudan (3) denklemine uygulanabilir. Bulunan 6zdeglikten iki taraftaki
(x — z0)" terimlerinin katsayilar1 egitlenir.

Ornek 3.
y' —22%y +dzy = 2% + 20 +2 (4)

denkleminin genel ¢oziimiinii x in kuvvetleri cinsinden hesaplayiniz.

Coziim. y(z) =Y.~ janx™ ve tiirevleri (4) de yerine yazilip diizenlendiginde

. 1 2 1 a
a = , A3 = - — Ao, A4 = -5 —
° T3 3 M T2 6
0 = as = ag = ay1 = ... = a3n—1, n:2,3,...
2" 11.4.7...(3n -5
asp, = (3n ) as, n=273..

6.9.12.....(3n) 5.8.11.....(3n — 1)
n-1258.....(3n —4)
ag,
7.10.13..... (3n + 1) .6.9.12..... (3n)

a3n+1 n = 2,3,...

bulunur. Verilen homogen olmayan denklemin ¢oziimii

o0
2 3 4 3n—1 3 3 1
y(2) = ao+arz+az2” + a3’ +aar 4 [azn-12% 7 + 4302 + agna2® T

n=2

seklinde yazilir.



