
·Ikinci Basamaktan Lineer Diferensiyel Denklemlerin Serisel
Çözümleri

Bu bölümde çeşitli uygulamalarda karş¬m¬za ç¬kan fakat elemanter fonksiyonlar
yard¬m¬yla çözülemeyen ikinci basamaktan lineer diferensiyel denklem

p0 (x) y
00 + p1 (x) y

0 + p2 (x) y = 0 (1)

s¬n¬f¬ele al¬nacakt¬r; burada p0; p1 ve p2 ortak çarpanlar¬bulunmayan polinom-
lard¬r. (1) denkleminin çözümleri genellikle elemanter fonksiyonlar cinsinden
yani kapal¬ formda bulunamaz. Bu nedenle, (1) in serisel formda çözümleri
aran¬r.

Tan¬m 1. p0 (x) 6= 0 olmak üzere p0(x); p1(x) ve p2(x) fonksiyonlar¬x0 da
analitik ise, x0 noktas¬na (1) denkleminin bir adi noktas¬denir. Aksi durumda
x0 noktas¬na (1) in bir ayk¬r¬(singüler) noktas¬denir.

Tan¬m 2. p0 (x) = 0 olsun. lim
x!x0

(x� x0)
p1 (x)

p0 (x)
2 R ve lim

x!x0
(x� x0)2

p2 (x)

p0 (x)
2

R ise o zaman x0 ayk¬r¬noktas¬na düzgün ayk¬r¬nokta, aksi durumda düzgün
olmayan ayk¬r¬nokta denir.

Örnek 1. �
1� x2

�
y00 � 2xy0 + � (�+ 1) y = 0

Legendre denklemi için x0 = 1 ve x0 = �1 ayk¬r¬ noktalar¬n¬n düzgün olup
olmad¬klar¬na bakal¬m. x0 = 1 için

lim
x!1

(x� 1) �2x
1� x2 = 1 2 R

ve

lim
x!1

(x� 1)2 � (�+ 1)
1� x2 =

� (�+ 1)

2
2 R

dir. O halde x0 = 1 düzgün ayk¬r¬noktad¬r. Benzer şekilde x0 = �1 in de
düzgün ayk¬r¬nokta oldu¼gu gösterilebilir.

Kuvvet Serisi Yöntemi

Teorem 1. x0 noktas¬(1) denkleminin bir adi noktas¬olsun. Bu durumda (1)
in her çözümü x0 �R < x < x0 +R aral¬¼g¬nda yak¬nsak olan

y =
1X
n=0

an (x� x0)n (2)

kuvvet serisi ile gösterilebilir. Başka bir ifadeyle (1) in genel çözümü

y =
1X
n=0

an (x� x0)n � a0y1 (x) + a1y2 (x)
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dir.

Örnek 1.
�
1 + 2x2

�
y00+6xy0+2y = 0 denkleminin genel çözümünü x in kuvvet-

leri cinsinden yaz¬n¬z.

Çözüm. y =
P1

n=0 anx
n formunda çözüm aran¬rsa ve denklem düzenlenirse

1X
n=0

h
(n+ 2) (n+ 1) an+2 + 2 (n+ 1)

2
a0

i
xn � 0

elde edilir. Buradan

an+2 = �
2 (n+ 1)

(n+ 2) an
; n = 0; 1; 2; :::

genel indirgeme formülü elde edilir. Genel indirgeme formülü n say¬s¬n¬n tek ve
çift olmas¬na göre düzenlenirse

a2n = (�1)n
1:3:5:::: (2n� 1)

n!
a0; n � 1;

ve

a2n+1 = (�1)n
4nn!

3:5:7::::: (2n+ 1)
a1; n � 1;

hesaplan¬r. Buradan verilen denklemin x0 noktas¬komşulu¼gundaki serisel çözümü

y (x) = a0 + a1x+ a0

1X
n=1

(�1)n 1:3:5:::: (2n� 1)
n!

x2n + a1

1X
n=1

(�1)n 4nn!

3:5:7::::: (2n+ 1)
x2n+1

= a0

1X
n=0

(�1)n

nY
j=1

(2j � 1)

n!
x2n + a1

1X
n=0

(�1)n 4nn!
nY
j=1

(2j + 1)

x2n+1

bulunur.

Örnek 2. y00� (x� 1) y0+2y = 0 denkleminin genel çözümünü x0 = 2 noktas¬
komşulu¼gunda hesaplay¬n¬z.

Çözüm. x0 = 2 noktas¬verilen denklem için bir adi noktad¬r. t = x�2 dersek,
verilen denklem,

d2y

dt2
� tdy

dt
+ 2y = 0

şeklini al¬r. Bu durumda x0 = 2 adi noktas¬yani denklem için t0 = 0 halini
alm¬̧st¬r. Bu denklemin y =

P1
n=1 ant

n şeklinde kuvvet serisi çözümü aran¬rsa,

y (t) = a0
�
1� t2

�
+ a1

 
t�

1X
n=1

1

2:4:6::::2n (2n� 1) (2n+ 1) t
2n+1

!
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elde edilir. Buradan da t yerine x � 2 al¬n¬rsa verilen deklemin x0 = 2 noktas¬
komşulu¼gundaki serisel çözümü

y (x) = a0

h
1� (x� 2)2

i
+

"
x� 2�

1X
n=1

(x� 2)2n+1

2:4:6:::::2n:(2n� 1) (2n+ 1)

#

şeklinde bulunur.

Homogen Olmayan Denklemler için Serisel Yöntem

p0 (x) y
00 + p1 (x) y

0 + p2 (x) y = � (x) (3)

denklemi verilsin. Burada p0 (x) ; p1 (x) ve p2 (x) ; (1) deki gibi ortak çarpanlar¬
olmayan polinomlar ve x0 (3) denkleminin bir adi noktas¬olsun. � (x) de bir
polinom veya x0 da Taylor serisine aç¬labilen bir fonksiyon olsun. (3) ün x0 nok-
tas¬civar¬ndaki genel çözümü, y = yh + yp dir. Burada yh homogen denklemin
genel çözümü, yp de (3) denkleminin bir özel çözümüdür. Bu özel çözüm para-
metrelerin de¼gi̧simi yöntemi yard¬m¬yla hesaplanabilir.Alternatif olarak,. � (x)
fonksiyonu x0 noktas¬nda Taylor serisine aç¬ld¬ktan sonra kuvvet serisi yön-
temi do¼grudan (3) denklemine uygulanabilir. Bulunan özdeşlikten iki taraftaki
(x� x0)n terimlerinin katsay¬lar¬eşitlenir.

Örnek 3.
y00 � 2x2y0 + 4xy = x2 + 2x+ 2 (4)

denkleminin genel çözümünü x in kuvvetleri cinsinden hesaplay¬n¬z.

Çözüm. y (x) =
P1

n=0 anx
n ve türevleri (4) de yerine yaz¬l¬p düzenlendi¼ginde

a2 = 1; a3 =
1

3
� 2
3
a0; a4 =

1

12
� a1
6
;

0 = a5 = a8 = a11 = ::: = a3n�1; n = 2; 3; :::

a3n =
2n�1:1:4:7:::: (3n� 5)

6:9:12::::: (3n) :5:8:11::::: (3n� 1)a3; n = 2; 3; :::

a3n+1 =
2n�1:2:5:8::::: (3n� 4)

7:10:13::::: (3n+ 1) :6:9:12::::: (3n)
a4; n = 2; 3; :::

bulunur. Verilen homogen olmayan denklemin çözümü

y (x) = a0+a1x+a2x
2+a3x

3+a4x
4+

1X
n=2

�
a3n�1x

3n�1 + a3nx
3n + a3n+1x

3n+1
�

şeklinde yaz¬l¬r.
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