1.BOLUM: FONKSiIYON DiZi VE SERILERI

Bu boliimde agagidaki esitliklerin ne zaman gerceklenecegine cevap verecegiz.
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1.1.Fonksiyon Dizileri
Tamim 1.1.1: D CRve f(D)={f] f: D — R} olsun.

s:N— f(D)

ile tanmimli s fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi denir.

Ornek 1: f, : [0,1] — R olmak iizere. her n € N igin f,(z) = 2™ olsun. Bu
tiir diziler igin iki tiir yakinsakliktan bahsedecegiz; noktasal ve diizgiin yakin-
saklik.

Tamim 1.1.2 (Noktasal Yakinsakhk): (f,), D iizerinde bir fonksiyon
dizisi olsun. Eger her bir z € D i¢in (f,,(z)) dizisi yakinsak ise (f,,), D iizerinde
noktasal yakinsaktir denir.

Ornek 1’ deki gibi diziyi tekrar ele alalim. Noktasal yakinsak olup olmadigimi
inceleyelim.

0<
Vz € [0,1] i¢in, lim f,(z) :{ 0 ;0<z<1
n—00 1 ,:L':]_

= f(@).

O halde [0, 1] tizerinde f,, — f (noktasal) olur.
Tanim 1.1.2" ye donersek , D C R kiimesi iinzerinde,

fn — [ (noktasal)<= Ve > 0, her bir x € D i¢in Ing Oyleki Vn > ng
oldugunda |f,(z) — f(z)| < € saglanir. Demek ki burada ng = ng(e, z) olur.

Tanmum 1.1.3 (Diizgiin Yakinsaklik): D C R ve f, : D — R olsun. D
kiimesi iizerinde,
fn — f (diizgiin)<= Ve > 0, Ing > Vn > ng ve Vo € D icin |f,(x) — f(z)] <e
saglanir. Demek ki ng = ng(e) saglanir.



Burada ng, sadece €’ a baghdir. Eger D kiimesi tizerinde f, — f (diizgiin)
ise f, — f (noktasal) olur.

Fakat bu 6nermenin kargit1 dogru degildir.

Ornek 2: f, : [0, %} — R, fn(z) = 2™ olsun.

(frn) dizisi [O, %] araliginda diizgiin yakinsak midir? Gosteriniz.

Coziim: 0 <z < % igin lim 2™ = 0 dur.

n—oo

vz € [0, 3] i¢in lim f,(z) = lim 2" =0 = f(z)

saglanir. O halde [O, %] tizerinde f,, — f = 0 (noktasal) dir.

Iddia ediyoruz ki [0, 3] tizerinde f,, — f =0 (diizgiin) gergeklenir.

Bunu gérmek igin Ve > 0, 3ng = no(e) dyleki Vn > ng ve Vo € [0, 1] icin
|fn(z) — f(z)] < € oldugunu gostermeliyiz.

e > 0 verilsin. |f,(z) — f(x)] = |z =0

= [z"|
— x"b
<) =gn
lim 2% = 0 oldugundan her £ > 0 i¢in, Ing = ng(e) Oyleki Yn > ng
o0

o — 0| < ¢ gergeklenir.
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Gergekten de, 2% <e = é <2n
— Inl<In2"

= Inl—-Ine<nln?2
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Demekki, Ve > 0 verildiginde ng = ng(e) = —12£ secersek Vn > ng(e) ve
vz € [0, 3] icin |fu(z) — f(2)| = |2
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oldugundan f,, — f (diizgiin) gergeklenir.

Teorem 1.1.4: DCR, f,: D —Rve f:D — R olsun.

O halde D iizerinde f,, — f(diizgiin) olmasi igin gerek ve yeter gart
lim sup|f,(x) — f(z)| = 0 olmasidur.
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Ornek 3: f, : 0,3] = R, fu(z) = 2" olsun. (f,) fonksiyon dizisi diizgiin
yakinsak midir?

Coziim: 0 <z < % igin lim z™ = 0 dir.

n—oo

= lim fu(2) =0 = f(x)

= fn — [ (noktasal)
O halde bu yakinsamanin diizgiin olup olmadigini inceleyelim.
(fn(z) = 2™ artan bir fonksiyondur.)

cn = sup |fu(z) — f(z)| = sup a"
0<z<1 0<z<i

= (3 = o 0fn — )
= lim sup |fn,(z)—0/=0

n—xmogzgé

= fn — [ (diizgiin) olur.

Ornek 4: f, : [-1,1] = R, fu(z) = (z — L)% ile tamiml fonksiyon dizisi
diizgiin yakinsak midir?

Coziim: z € [-1,1], lim f,(z) = lim (z — 1)?
S = f@)
fn — f (noktasal).
z € [—1,1] olmak iizere; |z| <1
[fu(@) = f(2)] = |(z — 3)? — 27
— 12 4
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O halde; ¢, ;= sup |fy(x) — f(z)] < 2+ &5 — 0, (n — oo igin)
—1<2<1

= lim ¢, = 0 oldugundan Teorem 1.1.4’ten [—1, 1] araliginda
frn — f(diizgiin)

Sonug 1.1.5: (fy) dizisi D tizerinde bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsak
degildir <= Je > 0 ve (f)mn bir (f,,) alt dizisi ve terimleri D kiimesinden
alinan bir (xy) dizisi vardir 8yle ki | f,,, (xx) — f(zx)| > € saglanir.



Ornek 5: f, : R = R, f,(z) = (£) ile tamimh fonksiyon dizisi R tizerinde
diizgiin yakinsak midir?

Coziim: z € R verilsin. nlirgo(%) = 0 = f(z) olup R iizerinde f, — f
(noktasal) dir.

Eger e = % segersek; ng = k ve x; = k olmak iizere

[fri (k) = f@p)| = | fni (k) = O] = = =1>
dir. Sonug 1.1.5’ten R tizerinde (f,) dizisi f,, - f (diizgiin)

Teorem 1.1.6: D C R, (f,,) fonksiyon dizisi D iizerinde siirekli fonksiyonlar
olsun. Eger D iizerinde f,, — f (diizgiin) ise f fonksiyonu D iizerinde siireklidir.

Ornek 6: f,:[0,1] — R, f,(x) = 2" ile tanimh (f,) fonksiyon dizisi [0, 1]
araliginda siirekli midir?

Coziim: x € [0, 1],

lim fn(x)—{ Lol = f(x)

n—oo

[0,1] arahginda f, — f (noktasal).

Eger [0,1] araliginda f, — f (diizgiin) olsaydi Teorem 1.1.6’dan f limit
fonksiyonu bu aralikta siirekli olurdu. Fakat f fonksiyonu z = 1 de stirekli
degildir. O halde (f,,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna [0, 1] iizerinde diizgiin
yakinsak degildir.

ODEV: f, : [0,1] — R, fu(z) = z — 2™ ile tamml (f,) fonksiyon dizisi
[0, 1] arahiginda diizgiin yakinsak midir, neden?

Tanim 1.1.7 (Diizgiin Cauchy Dizisi): D C R, f,, : D — R verilsin.
Eger Ve > 0, Ing = no(e) 3 Ym,n > ng, Vo € D i¢in |fn(z) — f(x)] < €
gercekleniyorsa (f,,) fonksiyon dizisine D iizerinde bir diizgiin Cauchy dizisidir
denir.

Teorem 1.1.8: D C R, f, : D — R olsun. D iizerinde, (f,) bir diizgiin
Cauchy dizisi olmas1 igin gerek ve yeter sart D iizerinde f, — f (diizgiin) ol-
masidir.

Teorem 1.1.9: (f,,) fonksiyon dizisi bir I araligh iizerinde f fonksiyonuna
diizgiin yakinsak ve her bir f,, I iizerinde siirekli olsun. O halde F,(z) =

[ fn(t)dt esitligi ile tammlanan (F),) dizisi, F'(z) = [ f(t)dt seklinde tanmimlanan



F fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.

Ornek 7: F), : [0,1] = R, F(x) = ln(l';# seklinde tanmimlanan fonksiyon
[0, 1] arahiginda diizgiin yakinsak midir?

Coziim: Teorem 1.1.9'dan, - F,(z) = F(x) = fo(z)
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Her bir (f,,) nin [0, 1] arahginda siirekli oldugu agiktir.

x € [0, 1] olmak iizere, lim f,(x) = lim % =0= f(x)olup fr, — f =

0 (noktasal).

cn = sup |fu(z) — f(z)] = sup 1_527:%2
0<z<1 0<z<1

2nx
= ImaxX 177 3.5
0<z<1 1+n3zx

fn(0) =0, fu(1) = 1_?_7;3 ve

. . d _ 2n(1-nfa?)
n sabit olmak tizere, - f,(z) = Tnda?y® = fn(x)

’

fo(@)=0=1-n3%22=0

— z=n"%¢€|0,1]

N e BT
2 ) = = —
fn(n™2) Euno 77 bulunur.

O halde; ¢,, = max{0, %, ﬁ} = ﬁ — 0 (n — o0) olup I = [0, 1] aralig

tizerinde f,, — f = 0 (diizgiin).
Teorem 1.1.9’un tiim kriterleri saglandigina gore F,, — F (diizgiin)

F(z) = [f(t)dt =0 — F, — F = 0 (diizgiin).



