1.2.Diizgiin Yakinsaklik ve Integral

fn : [a,b] — Rile tamiml her bir (f,,) Riemann integrallenebilir olsun. Ayrica
[a, b] araliginda f,, — f (noktasal) olsun.

O halde,

1) f integrallenebilir mi?

2) f integrallenebilir oldugunda

lim fn dac—/f

yazilabilir mi?
fleride gorecegiz ki bu iki sorunun cevabi da "hayir" olacaktr.

Ornek 8: f,:[0,1] = R, f,(z) = { (1) : i 633[& i]7"\1{771’12’,r2’ ., Tn’}rn}
ile tanimlansin.
Her bir f,, [0,1] araliginda pargali siirekli oldugundan integrallenebilirdir.
1 5 ze€eq@
0 ze~vg —1@)

[0,1] tizerinde f,, — f (noktasal) saglanir. Fakat f integrallenemeyen bir
fonksiyondur.

Her z € [0,1] i¢in lim f,(z) =

b b
Bu kisimda lim [ f,(z)dz = [f(z)dz esitliginin ne zaman gergeklendigini
n—oo a a
inceleyecegiz.
Teorem 1.2.1: (f,), [a,b] arahginda integrallenebilen fonksiyonlarin bir

dizisi ve f,, — f (diizgiin) olsun. O halde f fonksiyonu da [a,b] araliginda
integrallenebilir olup

nlirrgo fn dm—/f dm—/ nlirrgof(x))dm (1)

gergeklenir.

Demekki diizgiin yakinsaklik altinda limit iglemi ile integral iglemi yer degistire-
bilir.

1.3.Diizgiin Yakinsaklik ve Tiirev
Her bir (fy), [a,b] arahginda tiirevli ve f,, — f (diizgiin) olsa bile f fonksiy-

onunun [a, b] arahiginda tiirevli olmasi gerekmez.
dac( hm fn( )) = lim (% fn(x)) gergeklenmek zorunda degildir.



Ornek 9: f, : R = R, f,(z) = /22 + L jle tammh bir fonksiyon olmak
iizere (fy,) diizgiin yakinsak midir? Yakinsak ise yakinsadig1 f fonksiyonu R de
tiirevli midir?

Coziim: n sabit olmak iizere,

@) = o) = — 2

2y/a2 + 1

olup her bir f,, R de tiirevlidir.
Vo € Rigin lim f,(z) = lim /22 + =

fn — f (noktasal).
cn = sup|fn(x) — f(z)| = Sule_ Va?|
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OgcngﬁHO(n—u)o), lim ¢, =0 = R de f,, — f (diizgiin).

(frn) fonksiyon dizisinin yakinsadigy f(z) = |z| ile tanumlh fonksiyon x = 0
da tiirevlenebilir degildir.

Teorem 1.3.1: Bir I = [a,b] arahiginda tanimh (f,,) fonksiyonlar: bu aralik
iizerinde siirekli tiireve sahip olsun. Ayrica I arahiginda f,, — f (noktasal) ve
f,, — g (diizgiin) olsun. O halde T {izerinde g = f’ olmahdir. Yani;

lim f,(z) = (lim f,(z))

n—oo

gergeklenir.

Teorem 1.3.2 (Weierstrass Yaklasim Teorisi): f : [a,b] — R siirekli
bir fonksiyon olsun ve ¢ > 0 verilsin. O halde bu aralik iizerinde tanimh 6yle
bir p polinomu vardir ki her = € [a,b] igin |f(z) — p(z)| < € gergeklenir.

Sonug 1.3.3 (Stone - Weierstrass Teoremi): Eger f : [a,b] — R siirekli
bir fonksiyon ise [a,b] tizerinde dyle bir (P,) polinom dizisi vardir ki P, — f
(diizgiin) gergeklenir.



