
1.4.Fonksiyon Serilerinin Düzgün Yak¬nsakl¬¼g¬

Tan¬m 1.4.1: D � R, fk : D ! R ve
1P
k=1

fk serisi verilsin.

sn = f1 + f2 + � � � + fn =
nP
k=1

fk ile tan¬ml¬(sn) dizisi, D üzerinde serinin

k¬smi toplamlar dizisi olarak adland¬r¬l¬r.
E¼ger (sn), D üzerinde düzgün yak¬nsak ise verilen seri D üzerinde düzgün

yak¬nsakt¬r.

Teorem 1.4.2 (Düzgün Yak¬nsakl¬k Prensibi): D � R olmak üzere
1P
k=1

fk serisi D üzerinde tan¬ml¬ fonksiyonlar¬n bir serisi olsun. Bu serinin D

üzerinde düzgün yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter şart 8" > 0, 9n0 = n0("),
8x 2 D için j

nP
k=m+1

fk(x)j < " olmas¬d¬r.

Sonuç 1.4.3: D üzerinde
1P
k=1

fk serisi düzgün yak¬nsak ise bu serinin genel

terimi 0�a düzgün yak¬nsakt¬r.

Örnek 10: (�2; 2) aral¬¼g¬nda
1P
n=1

xn

2n serisi düzgün yak¬nsak m¬d¬r?

fn(x) =
xn

2n genel terimi 0�a düzgün yak¬nsak m¬d¬r?

Çözüm: cn := sup
�2<x<2

jfn(x)j = sup
�2<x<2

jxn2n j

= 2n

2n

= 1
lim
n!1

cn = 1 6= 0 =) (�2; 2) aral¬¼g¬nda (fn) 0�a düzgün yak¬nsak de¼gildir.
Genel terimi 0 a düzgün yak¬nsak olmad¬¼g¬ndan verilen seri düzgün yak¬nsak
de¼gildir.

Sonuç 1.4.4: Teorem 1.4.2�de n ! 1 için limit al¬rsak
1P
k=1

fk serisi D

üzerinde düzgün yak¬nsak () 8" > 0; 9n0 = n0(") 3 8m > n0; 8x 2 D için

jKm(x)j = j
1P

k=m+1

fk(x)j < " olmas¬d¬r.

Yani (Km) kalan terimi 0�a düzgün yak¬nsakt¬r.

Teorem 1.4.5: D � R, fk : D ! R,
1P
k=1

fk serisi verilsin. Her x 2 D için

jfk(x)j � �k (8k 2 N) olsun ve
1P
k=1

�k pozitif terimli serisi yak¬nsak olsun. O

halde
1P
k=1

fk fonksiyon serisi D üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r. (Weierstrass - M

kriteri)
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Örnek 11: R de
1P
n=1

cosnx
2n serisi düzgün yak¬nsak m¬d¬r?

Çözüm: 8x 2 R için j cosnxj � 1 sa¼glan¬r. O halde

jcosnx
2n

j � 1

2n
:

1P
n=1

1
2n pozitif terimli serisi yak¬nsak oldu¼gundan Weierstrass kriterinden ver-

ilen seri R de düzgün yak¬nsakt¬r.

Teorem 1.4.6:
1P
k=1

fk serisi bir D � R üzerinde sürekli fonksiyonlar¬n bir

serisi olsun ve bir f fonksiyonuna düzgün yak¬nsak olsun. O halde, f; D üz-
erinde sürekli olmal¬d¬r.

Teorem 1.4.7:
1P
k=1

fk serisi bir [a; b] aral¬¼g¬nda reel de¼gerli, integrallenebilen

fonksiyonlar¬n bir serisi olsun. E¼ger [a; b] üzerinde
1P
k=1

fk serisi düzgün yak¬nsak

ise
bZ
a

(
1X
k=1

fk(x))dx =
1X
k=1

(

bZ
a

fk(x)dx)

gerçeklenir.

Teorem 1.4.8:
1P
k=1

fk serisi [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde sürekli türevlere sahip

fonksiyonlar¬n bir serisi olsun. E¼ger bu seri bir f fonksiyonuna noktasal yak¬nsak

ve
1P
k=1

f
0

k serisi bir g fonksiyonuna düzgün yak¬nsak ise

d

dx

1X
k=1

fk(x) =
1X
k=1

d

dx
fk(x)

gerçeklenir.

Teorem 1.4.9:
1P
k=1

fk serisi bir [a; b] aral¬¼g¬nda bir f fonksiyonuna düzgün

yak¬nsak olsun ve c 2 [a; b] olmak üzere lim
x!c

fk(x) = �k (8k 2 N için) mevcut
olsun. O halde;

lim
x!c

1X
k=1

fk(x) =
1X
k=1

lim
x!c

fk(x)

gerçeklenir.
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Teorem 1.4.10 (Abel Kriteri):
1P
n=1

fn serisi bir D � R üzerinde tan¬ml¬

fonksiyonlar¬n bir serisi ve (gn) de negatif olmayan fonksiyonlar¬n bir dizi olsun.
E¼ger;

1)
1P
n=1

fn serisi D üzerinde düzgün yak¬nsak

2) (gn) dizisi D üzerinde monoton azalan ve düzgün s¬n¬rl¬ise
1P
n=1

fngn serisi de D üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r.

Örnek 12: (0; 1) aral¬¼g¬nda
1P
n=1

(�1)n�1
n xn serisi düzgün yak¬nsak m¬d¬r?

Çözüm: 8x 2 (0; 1) için,
j (�1)

n�1

n xnj � 1
n ve

1P
n=1

1
n serisi ¬raksak oldu¼gundan burada W-kriterini kul-

lanamay¬z.
Abel kriterini uygulayal¬m.
fn(x) =

(�1)n�1
n ve gn = xn; 8x 2 (0; 1) için gn negatif terimli de¼gil.

M = 1 seçersek, (0; 1) üzerinde (gn) düzgün s¬n¬rl¬d¬r ve monoton azaland¬r.
1P
n=1

fn =
1P
n=1

(�1)n�1
n alterne serisi düzgün yak¬nsakt¬r.

O halde Abel kriterinden;
1P
n=1

(�1)n�1
n xn serisi (0; 1) aral¬¼g¬nda düzgün yak¬n-

sakt¬r.

Teorem 1.4.11 (Dirichlet Kriteri): D � R üzerinde (gn) negatif olmayan
bir fonksiyon dizisi ve e¼ger D üzerinde,

1)
1P
k=1

fk serisinin k¬smi toplamlar dizisi düzgün s¬n¬rl¬

2) (gn) monoton azalan ve gn ! 0 (düzgün)

ise
1P
k=1

fkgk serisi D de düzgün yak¬nsakt¬r.

Örnek 13: (cn) reel terimli bir dizi olmak üzere
1P
n=1

cn serisi yak¬nsak ise

1P
n=1

cnx
n serisinin [0; 1] aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsak oldu¼gunu gösteriniz.

Çözüm: 8x 2 [0; 1] için jcnxnj � jcnj
Abel kriterini uygulayal¬m.

1P
n=1

cn serisi yak¬nsak oldu¼gundan ve de x�den

ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan düzgün yak¬nsakt¬r.
gn(x) = x

n al¬rsak, [0; 1] aral¬¼g¬nda düzgün s¬n¬rl¬d¬r.
0 < x < 1 için (gn(x)) = (xn) monoton azaland¬r.

O halde, Abel kriterinden
1P
n=1

cnx
n serisi [0; 1] aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsakt¬r.
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