1.4.Fonksiyon Serilerinin Diizgiin Yakinsaklig:

Tanim 1.4.1: DCR, fr: D — Rve > fi serisi verilsin.
k=1
Sn=fi+ fot+ -+ fn =3 fr ile tammh (s,) dizisi, D iizerinde serinin
k=1
kismi toplamlar dizisi olarak adlandirilir.
Eger (s,,), D iizerinde diizgiin yakinsak ise verilen seri D iizerinde diizgiin
yakinsaktir.

Teorem 1.4.2 (Diizgiin Yakinsaklik Prensibi): D C R olmak iizere

o0

> fr serisi D iizerinde tanmimh fonksiyonlarin bir serisi olsun. Bu serinin D

k=1

iizerinde diizgiin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart Ve > 0, Ing = np(e),
n

Veze Dicin| Y. fr(z)| < e olmasidir.
k=m+1

o0
Sonug 1.4.3: D iizerinde »_ fj serisi diizgiin yakinsak ise bu serinin genel
k=1
terimi 0’a diizgiin yakinsaktir.

Ornek 10: (—2,2) arahginda ;—: serisi diizgiin yakinsak midir?
n=1
fulz) = “27—: genel terimi 0’a diizgiin yakinsak midir?
Coziim: ¢, := sup |[fu(z)|= sup |32”—:|
—2<z<2 —2<z<2
_2
2'".
=1
lim e, =1 # 0 = (-2,2) araliginda (f,) 0’a diizgiin yakinsak degildir.
n—oo
Genel terimi 0 a diizgiin yakinsak olmadigindan verilen seri diizgiin yakinsak
degildir.

[e.°]
Sonug 1.4.4: Teorem 1.4.2’de n — oo i¢in limit alirsak »_ fi serisi D

k=1
tizerinde diizgiin yakinsak <= Ve > 0, Ing = ng(e) 3 ¥m > ng, V& € D igin
(o)
K (z)] =1 . fx(z)| <e olmasidir.
k=m+1

Yani (K,,) kalan terimi 0’a diizgiin yakinsaktir.
Teorem 1.4.5: D C R, f.: D — R, ;O: fr serisi verilsin. Her x € D igin
=1
|fe(x)] < ap (Vk € N) olsun ve kio:lak pozitif terimli serisi yakinsak olsun. O
halde io: fr fonksiyon serisi D iizerinde diizgiin yakinsaktir. (Weierstrass - M

k=1
kriteri)



.o x
Ornek 11: R de St serisi diizgiin yakimsak midir?
n=1

Coziim: Vz € R i¢in | cosnz| < 1 saglamir. O halde

coSNT 1
= < 5,
2 2
o0
> Qi pozitif terimli serisi yakinsak oldugundan Weierstrass kriterinden ver-

n=1
ilen seri R de diizgiin yakinsaktir.

o0

Teorem 1.4.6: Y fi serisi bir D C R iizerinde siirekli fonksiyonlarin bir
k=1

serisi olsun ve bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olsun. O halde, f, D iiz-
erinde siirekli olmalidir.

o0
Teorem 1.4.7: [ serisi bir [a, b] araliginda reel degerli, integrallenebilen
k=1

(o)
fonksiyonlarin bir serisi olsun. Eger [a, b] iizerinde Y fj serisi diizgiin yakinsak
k=1

b 0 0 b
/ (> fe(@)de = S / fu(z)dz)
k=1 k=1

a

ise

gergeklenir.

(&)

Teorem 1.4.8: > fi serisi [a,b] aralig {izerinde siirekli tiirevlere sahip
k=1

fonksiyonlarin bir serisi olsun. Eger bu seri bir f fonksiyonuna noktasal yakinsak

o0
/ . . . . .e Yy s
ve Y. fy serisi bir g fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise
k=1

%ka(ﬂf) = Z%fk(x)
k=1 k=1

gergeklenir.

Teorem 1.4.9: Y fi serisi bir [a, b] araliginda bir f fonksiyonuna diizgiin
k=1
yakinsak olsun ve ¢ € [a,b] olmak iizere lim fi.(z) = oy (VE € N igin) mevcut

olsun. O halde;
lim» " fio(z) = Y lim fi(2)
k=1 k=1

gergeklenir.



oo
Teorem 1.4.10 (Abel Kriteri): > f, serisi bir D C R iizerinde tanimh
n=1
fonksiyonlarin bir serisi ve (g,,) de negatif olmayan fonksiyonlarin bir dizi olsun.
Eger;
[ee]
1) > fn serisi D iizerinde diizgiin yakinsak
n=1
2) (gn) dizisi D iizerinde monoton azalan ve diizgiin simirli ise
o0
> fngn serisi de D iizerinde diizgiin yakinsaktir.

n=1

Ornek 12: (0,1) arahgnda Z D" 0 serisi diizgiin yakinsak midir?

n=1

Qozum YV € (O 1) 1§1n

|( DY pn| < ve Z L serisi waksak oldugundan burada W-kriterini kul-

n= 1
lanamay1z.

Abel kriterini uygulayalim.
n—1
fnlz) = % ve g, = a™; Vo € (0,1) igin g, negatif terimli degil.
M =1 segersek, (0, 1) tizerinde (gy,) diizgiin sinirhdir ve monoton azalandir.

o0 o0 1)n—1
Z fn = Z (_% alterne serisi diizgiin yakinsaktir.

O halde Abel kriterinden; Z D" n serisi (0,1) araliginda diizgiin yakin-

saktir.

Teorem 1.4.11 (Dirichlet Kriteri): D C R iizerinde (g, ) negatif olmayan
bir fonksiyon dizisi ve eger D iizerinde,
(o]
1) > fx serisinin kismi toplamlar dizisi diizgiin sinirh
k=1
2) (gn) monoton azalan ve g, — 0 (diizgiin)

o0
ise Y frgr serisi D de diizgiin yakinsaktir.
k=1

.o 15,54
Ornek 13: (c,) reel terimli bir dizi olmak iizere >_ ¢, serisi yakisak ise
n=1

o0
> ¢pa™ serisinin [0, 1] araliginda diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.
n=1

Coziim: Vz € [0, 1] icin |¢,2"| < |ey]
o0

Abel kriterini uygulayalim. > ¢, serisi yakinsak oldugundan ve de x’den
n=1
bagimsiz oldugundan diizgiin yakinsaktir.
gn(x) = 2™ alirsak, [0, 1] arahginda diizgiin siirhdir.
0<z<1igin (gn(z)) = (™) monoton azalandir.
O halde, Abel kriterinden ) ¢,a"™ serisi [0, 1] araliginda diizgiin yakinsaktir.

n=1



