
2.BÖLÜM: KUVVET SER·ILER·I

Bu bölümde kuvvet serilerini tan¬mlay¬p, bu serilerin yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬n¬
inceleyece¼giz.

2.1.Giri̧s

Tan¬m 2.1.1: cn 2 R (n = 0; 1; 2; : : : ) ve a 2 R olmak üzere,

1X
n=0

cn(x� a)n = c0 + c1(x� a) + c2(x� 2)2 + � � �+ cn(x� a)n + : : :

serisine kuvvet serisi denir. (cn: serinin katsay¬lar¬)
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Bu seriler "hangi x de¼gerleri için yak¬nsak hangi x ler için ¬raksakt¬r?"
sorusuna cevap arayaca¼g¬z.

Örnek 1:
1P
n=0

xn

n! serisinin yak¬nsakl¬¼g¬n¬inceleyiniz.

Çözüm: E¼ger un = xn

n! dersek;

lim
n!1

jun+1
un

j = lim
n!1

j x
n+1

(n+ 1)!
:
n!

xn
j = lim

n!1

1

n+ 1
jxj = 0 < 1

oldu¼gundan seri her x 2 R için mutlak yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬yla mutlak
yak¬nsak her seri yak¬nsak oldu¼gundan seri yak¬nsakt¬r.

Örnek 2:
1P
n=1

xn

n serisinin yak¬nsakl¬¼g¬n¬inceleyiniz.

Çözüm: E¼ger un = xn

n dersek;

lim
n!1

jun+1
un

j = lim
n!1

j x
n+1

n+ 1
:
n

xn
j = lim

n!1

n

n+ 1
jxj = jxj

E¼ger; jxj < 1 =) seri mutlak yak¬nsak
jxj > 1 =) seri ¬raksak
jxj = 1 =) şüpheli durum.

jxj = 1 =) x = �1 olur. ) x = 1 için
1P
n=1

1
n ¬raksak

) x = �1 için
1P
n=1

(�1)n
n alterne serisi yak¬nsak

1



Demek ki �1 � x < 1 için seri yak¬nsakt¬r.

Teorem 2.1.2 (Cauchy-Hadamard Teoremi):
1P
k=0

ck(x � a)k kuvvet

serisi verilsin ve lim
k!1

k
p
jckj = L olsun.

Şimdi R = 1
L diyelim. (L = 0 ) R =1, L =1 ) R = 0 al¬nacakt¬r.)

O halde; a) jx� aj < R için seri yak¬nsak
b) jx� aj > R için seri ¬raksak
c) jx� aj = R için şüpheli durum.

Not: Serinin yak¬nsak oldu¼gu en geni̧s aral¬¼ga "yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬" denir.
Yukar¬daki R geni̧sletilmi̧s reel say¬s¬na "yak¬nsakl¬k yar¬çap¬" denir.

Örnek 3:
1P
k=0

(x+1)k

2k
serisinin yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬n¬ve yak¬nsakl¬k yar¬çap¬n¬

bulunuz.

Çözüm: lim
k!1

k

q
1
2k
= 1

2 = L oldu¼gundan R =
1
L = 2; yak¬nsakl¬k yar¬çap¬

O halde; jx+ 1j = jx� (�1)j < 2 için seri yak¬nsak
jx+ 1j > 2 için seri ¬raksak
jx+ 1j = 2 için şüpheli durum
() x+ 1 = �2
() x = 1 _ x = �3:

x = 1 )
1P
k=0

2k

2k
=1 olup seri ¬raksakt¬r.

x = �3 )
1P
k=0

(�2)k
2k

=
1P
k=0

(�1)k2k
2k

=
1P
k=0

(�1)k seri ¬raksakt¬r.

O halde jx+ 1j < 2 olabilecek x�ler için seri yak¬nsakt¬r.
�2 < x+ 1 < 2 ) �3 < x < 1 ) Yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬(�3; 1).

Örnek 4:
1P
n=1

x2n

2n serisinin yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬n¬ve yak¬nsakl¬k yar¬çap¬n¬

bulunuz.

Çözüm:
1P
n=1

x2n

2n = x2

2 +
x4

22 +
x6

23 + : : :

= 0:x+ x2

2 + 0:x
3 + x4

22 + : : :
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jun+1un
j = lim

n!1
jx2n+22n+1 :

2n

x2n j
= lim

n!1
1
2x

2

= x2

2 :

E¼ger; x
2

2 < 1 ) seri yak¬nsak,
x2

2 > 1 ) seri ¬raksak,
x2

2 = 1 ) şüpheli durum.
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x2

2 < 1 , x2 < 2 , �
p
2 < x <

p
2 için seri yak¬nsak

x2 = 2 , x = �
p
2 bulunur. x =

p
2 )

1P
n=1

2n

2n =1 ) seri ¬raksak

x = �
p
2)

1P
n=1

2n

2n =1) seri ¬raksak

O halde jxj <
p
2 için seri yak¬nsakt¬r. Yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬: (�

p
2;
p
2),

yak¬nsakl¬k yar¬çap¬: R =
p
2.
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