
2.2.Kuvvet Serilerinin Türev ve ·Integrali

Teorem 2.2.1: Yak¬nsakl¬k yar¬çap¬R olan
1P
k=0

ck(x � a)k kuvvet serisi

(a�R; a+R) aral¬¼g¬taraf¬ndan içerilen her kapal¬alt aral¬kta sürekli bir fonksi-
yona düzgün yak¬nsakt¬r.

·Ispat: [c; d] � (a�R; a+R) olsun. O halde seri her x 2 [c; d] için yak¬nsakt¬r.
Özel olarak c ve d uç noktalar¬nda da yak¬nsakt¬r.
Şimdi;

vk =

�
jck(d� a)k ; jc� aj � jd� aj
jck(d� a)j ; jc� aj > jd� aj

tan¬mlayal¬m.

O halde
1P
k=1

vk pozitif terimli serisi yak¬nsakt¬r.

Di¼ger yandan her x 2 [c; d] için jck(x � a)kj � uk (k = 1; 2; : : : ) oldu¼gun-

dan Weierstrass kriterinden
1P
k=0

ck(x�a)k kuvvet serisi [c; d] kapal¬alt aral¬¼g¬da

düzgün yak¬nsakt¬r.

Teorem 2.2.2:
1P
k=0

ck(x�a)k kuvvet serisinin yak¬nsakl¬k yar¬çap¬R olsun.

Ayr¬ca her x 2 (a � R; a + R) için f(x) :=
1P
k=0

ck(x � a)k olsun. O halde

[c; d] � (a�R; a+R) olmak üzere [c; d] aral¬¼g¬nda f Riemann integrallenebilir
olup

dZ
c

(
1X
k=0

ck(x� a)k)dx =
1X
k=0

ck

dZ
c

(x� a)kdx

gerçeklenir. Asl¬nda c ve d bu aral¬kta key� oldu¼gundan kuvvet serisi (a �
R; a+R) aral¬¼g¬içinde terim terime integrallenebilirdir.

Örnek 5:
1P
k=1

1
k:2k

serisinin toplam¬n¬bulunuz.

Çözüm: lim
k!1

jak+1ak
j = lim

k!1
j 1
(k+1):2k+1

:k:2kj
= lim

k!1
k
k+1 :

1
2

= 1
2 < 1 (yak¬nsakt¬r)

jxj < 1 için
1P
k=0

xk = 1
1�x eşitli¼ginden yararlanaca¼g¬z.
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[0; 12 ] � (�1; 1) olmak üzere her iki taraf¬n integralini alal¬m.

1=2R
0

(
1P
k=0

xk)dx =
1=2R
0

1
1�xdx

)
1P
k=0

1=2R
0

xkdx =
1=2R
0

1
1�xdx

)
1P
k=0

xk+1

k+1

1=2

j
0
= (� ln j1� xj)

1=2

j
0

)
1P
k=0

1
2k+1(k+1)

= �(ln 12 � ln 1)

)
1P
k=0

1
k:2k

= ln 2:

Teorem 2.2.3: Herhangi bir (ck) dizisi için
1P
k=0

ck(x� a)k kuvvet serisinin

yak¬nsakl¬k yar¬çap¬, bu serinin terimlerinin türevinden oluşan
1P
k=0

k:ck(x�a)k�1

serisinin yak¬nsakl¬k yar¬çap¬ayn¬d¬r.

Teorem 2.2.4:
1P
k=0

ck(x� a)k kuvvet serisinin yak¬nsakl¬k yar¬çap¬R ve de

8x 2 (a�R; a+R) için f(x) =
1P
k=0

ck(x� a)k olsun. O halde f , (a�R; a+R)

aral¬¼g¬nda türevlenebilir olup

f 0(x) = d
dx (

1P
k=0

ck(x� a)k) =
1P
k=0

d
dxck(x� a)

k

=
1P
k=0

k:ck(x� a)k�1

gerçeklenir.
Demek ki yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬nda kuvvet serileri terim terim türevlenebilir.

Örnek 6: jxj < 1 için
1P
k=0

xk = 1
1�x eşitli¼ginden yararlanarak f(x) =

1
2+x

ile tan¬ml¬f fonksiyonu için bir kuvvet serisi gösterimini elde ediniz.

Çözüm: f(x) = 1
2+x =

1
2(1+ x

2 )

= 1
2 :

1
1�(� x

2 )

= 1
2

1P
n=0

(�x
2 )
n ; j � x

2 j < 1

2



= 1
2

1P
n=0

(�1)n xn2n ; jxj < 2

=
1P
n=0

(�1)n xn

2n+1 ; jxj < 2

Ödev: jxj < 1 için
1P
n=0

xn = 1
1�x eşitli¼ginden yararlanarak f(x) =

1
1+x2 ile

tan¬ml¬f fonksiyonu için bir kuvvet serisi gösterimini elde ediniz.

3


