2.2.Kuvvet Serilerinin Tiirev ve Integrali

Teorem 2.2.1: Yakinsakhik yaricapt R olan Y cx(x — a)* kuvvet serisi
k=0
(a— R,a+ R) arahig1 tarafindan igerilen her kapali alt aralikta siirekli bir fonksi-

yona diizgiin yakinsaktir.

Ispat: [c,d] C (a—R,a+R) olsun. O halde seri her = € [c, d] i¢in yakinsaktir.
Ozel olarak c ve d u¢ noktalarinda da yakisaktir.
Simdi;

lex(d —a)k 5 |e—a|l <|d—al
Vi =
lek(d—a)] 5 |e—al>][d—a

tamimlayalim.

O halde Y vy pozitif terimli serisi yakinsaktir.
k=1
Diger yandan her = € [c,d] icin |ex(x — a)¥| < up (K = 1,2,...) oldugun-
dan Weierstrass kriterinden > c(z —a)* kuvvet serisi [c, d] kapali alt araligida

k=0
diizgiin yakinsaktir.

Teorem 2.2.2: Y ci(z —a)* kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapt R olsun.
k=0
Ayrica her * € (a — R,a + R) icin f(z) := Y. cx(xr — a)¥ olsun. O halde
k=0
[e,d] C (a — R,a+ R) olmak iizere [c,d] araliginda f Riemann integrallenebilir
olup

d o o d
/(ch(m‘ —a)")dx = ch/(x —a)Fdx
k=0 k=0

c - - C

gerceklenir. Aslinda ¢ ve d bu aralikta keyfi oldugundan kuvvet serisi (a —
R,a + R) araligl iginde terim terime integrallenebilirdir.
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Ornek 5: > ﬁ serisinin toplamini bulunuz.
k=1"
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= 1 <1 (yakinsaktir)

o0
|z] < 1 igin k;)xk' = ;1 esitliginden yararlanacagz.



2
1/2 oo 1/2
J (X at)de = [ {1odw
0 k=0 0
o 1/2 1/2
= Y [dbde= [ da
k=00 0
! 1/2
eIy
= kgogkﬂékﬂ) =—(Ini-In1)

Teorem 2.2.3: Herhangi bir (c) dizisi i¢in > cx(x — a)* kuvvet serisinin
k=0
o0
yakimsaklik yaricapi, bu serinin terimlerinin tiirevinden olusan > k.cj(z—a)*~!
k=0
serisinin yakinsaklik yaricap: aynidir.

o0
Teorem 2.2.4: Y ci(x — a)* kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapi R ve de
k=0

Vz € (a — R,a+ R) i¢in f(z) = Y cx(z — a)* olsun. O halde f, (a — R,a + R)
k=0
araliginda tiirevlenebilir olup

f/(gj) = %(kij:ock(m — a)k) — ki:.é()%ck(x — a)k

= k.cp(z — a)k=!
k=0

gergeklenir.
Demek ki yakinsaklik araliginda kuvvet serileri terim terim tiirevlenebilir.
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Ornek 6: |z| < 1igin Y 2% = ;L esitliginden yararlanarak f(z) = 2%0

1—
k=0
ile tamimli f fonksiyonu igin bir kuvvet serisi gosterimini elde ediniz.

Coziim: f(z) = H% = 2(%%)
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Odev: |z| < 1igin Y 2™ = 1 esitliginden yararlanarak f(z) = H% ile
=0

n=
taniml f fonksiyonu icin bir kuvvet serisi gosterimini elde ediniz.



