
3.BÖLÜM: TAYLOR SER·ILER·I

Teorem 3.1.1: f , x = 0 noktas¬nda n-inci mertebeden türevli bir fonksiyon
olsun. O halde

p(0) = f(0), p0(0) = f 0(0), : : : , p(n)(0) = f (n)(0)

olacak biçimde derecesi n�den büyük olmayan bir p polinomu vard¬r ve bu
polinom

p(x) =
nP
k=0

f(k)(0)
k! :xk

= f(0) + f 0(0)
1! x+

f 00(0)
2! x

2 + � � �+ f(n)(0)
n! xn

ile verilir.
Ayn¬şekilde gösterilebilir ki f , x = a noktas¬nda n-inci mertebeden türevli

ise

p(a) = f(a), p0(a) = f 0(a), : : : , p(n)(a) = f (n)(a)

olacak biçimde n-inci dereceden bir p polinomu vard¬r ve bu polinom,

p(x) =
X f (k)(a)

k!
(x� a)k

ile verilir.
Bu polinoma f taraf¬ndan x = a noktas¬nda üretilen Taylor Polinomu denir.

p(x) = Tn(f(x)) = Tn(f(x; a)) ile gösterilir.

Örnek 1: f : R! R, f(x) = ex ile tan¬mlanan fonksiyon taraf¬ndan x = 0
noktas¬nda üretilen polinomu yaz¬n¬z.

Çözüm: f(0) = 1
f 0(x) = ex; f 00(x) = ex, : : : , f (n)(x) = ex

f 0(0) = 1; f 00(0) = 1, : : : , f (n)(0) = 1:
p(x) = 1 + 1

1!x+
1
2!x

2 + � � �+ 1
n!x

n

= 1 + x
1! +

x2

2! + � � �+
xn

n!

=
nP
k=0

xk

k!

f taraf¬ndan x = 0 noktas¬nda üretilen bir polinomdur.

Teorem 3.1.2: n � 1 olmak üzere Pn polinomu n�inci dereceden bir poli-
nom ve f ile g, x = 0 da n�inci mertebeden türevli fonksiyonlar olsunlar. Ayr¬ca
lim
x!0

g(x) = 0 olmak üzere e¼ger f(x) = Pn(x)+ xng(x) şeklinde yaz¬labiliyorsa

Pn, x = 0 da f taraf¬ndan üretilen Taylor polinomudur.

f(x) =
nX
k=0

fk(a)

k!
(x� a)k +Kn(x)
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ifadesine Kalan Terimli Taylor Formülü denir. Şimdi kalan terimin nas¬l
hesaplanaca¼g¬n¬verelim.

Teorem 3.1.3: f fonksiyonu x = a noktas¬n¬içeren bir aral¬kta n+ 1�inci
mertebeden sürekli türeve sahip olsun. O halde Taylor Formülündeki kalan
terim,

Kn(x) =
1

n!

xZ
a

(x� t)nfn+1(t)dt

ile verilir.

Tan¬m 3.1.4: f fonksiyonu x = a noktas¬n¬içeren bir aral¬kta her mertebe-
den türevlenebilir olsun.

1X
k=0

fk(a)

k!
(x� a)k

serisine a noktas¬nda f fonksiyonu taraf¬ndan üretilen Taylor serisi denir. Bu
serinin toplam¬n¬n f(x) olmas¬için gerek ve yeter şart (Kn(x)) kalan teriminin
s¬f¬ra yak¬nsamas¬d¬r.

Örnek 2: f : R! R, f(x) = x4 � 3x3 + 4x2 � x+ 2 fonksiyonunu (x+ 1)
in kuvetlerine göre yaz¬n¬z.

Çözüm: Demek ki f fonksiyonunun x = �1 noktas¬ndaki Taylor aç¬l¬m¬n¬
yapmam¬z gerekir.
f(�1) = f (0)(�1) = (�1)4 � 3(�1)3 + 4(�1)2 � (�1) + 2 = 11
f 0(x) = 4x3 � 9x2 + 8x� 1) f 0(�1) = �22
f 00(x) = 12x2 � 18x+ 8) f 00(�1) = 38
f 000(x) = 24x� 18) f 000(x) = �42
f (4)(x) = 24) f (4)(�1) = 24
n � 5 için f (n)(x) = 0 olup Kn(x)! 0; (n!1); olur.

O halde f(x) =
1X
k=0

f (k)(x)

k!
(x� a)k olup,

f(x) = 11� 22
1!
(x+ 1) +

38

2!
(x+ 1)2 � 42

3!
(x+ 1)3 +

24

4!
(x+ 1)4 + 0+ 0 + :::

f(x) = 11� 22(x+ 1) + 19(x+ 1)2 � 7(x+ 1)3 + (x+ 1)4

Taylor aç¬l¬m¬nda e¼ger a = 0 al¬n¬rsa bu aç¬l¬ma Maclaurin aç¬l¬m¬denir.

Örnek 3: f : R! R, f(x) = ex ile tan¬mlanan fonksiyonun Maclaurin
aç¬l¬m¬n¬bulunuz.

Çözüm: f(0) = 1
f 0(x) = f 00(x) = ::: = f (k)(x) = ex

) f (k)(0) = 1; :::(k = 0; 1; 2; :::)
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) ex =
nX
k=0

1

k!
xk +Kn(x)

f (n+1)(x) = ex ) f (n+1)(c) = ec

Kn(x) =
ec

(n+ 1)!
xn+1

Acaba hangi x ler için Kn(x)! 0 (n!1) sa¼glan¬r?
Önce x = 0) Kn(0) = 0 olup Kn(0)! 0 sa¼glan¬r.
Sonra x > 0) 0 < c < x) 1 = e0 < ec < ex

0 � Kn(x) =
ec

(n+ 1)!
xn+1 <

ex

(n+ 1)!
xn+1 ! 0; (n!1)

) lim
n!1

Kn(x) = 0:

Daha sonra x < 0 olsun.) x < c < 0
) ex < ec < e0 = 1 olup böylece

jKn(x)j =
���� ec

(n+ 1)!
xn+1

���� � 1
��xn+1��
(n+ 1)!

! 0; (n!1)

elde edilir. O halde 8x 2 R için lim
n!1

Kn(x) = 0 oldu¼gundan ex =
1X
k=0

1

k!
xk

sa¼glan¬r.

Ödev: e say¬s¬n¬n irasyonel oldu¼gunu gösteriniz.

Tan¬m 3.1.5 (Analitik Fonksiyon): R > 0 olmak üzere (a � R; a + R)
aral¬¼g¬nda f fonksiyonu bir kuvvet serisinin toplam¬na eşit oluyorsa, f bu ara-
l¬kta analitiktir denir.

Örnek 4: jxj < 1 için 1

1� x =
1X
k=0

xk oldu¼gunu biliyoruz.

O halde f(x) =
1

1� x ile verilen fonksiyon (�1; 1) aral¬¼g¬nda analitiktir.
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