3.BOLUM: TAYLOR SERILERIi

Teorem 3.1.1: f, x = 0 noktasinda n-inci mertebeden tiirevli bir fonksiyon
olsun. O halde

p(0) = £(0), p'(0) = f/(0), ... , p™(0) = f(0)

olacak bigimde derecesi n’den biiyiik olmayan bir p polinomu vardir ve bu
polinom

(k)
p(z) = 52 L9

4 " (n
= f(0)+f1(!(J)x+ f2(!0)x2+...+fn7)!(0)xn

ile verilir.
Ayn gekilde gosterilebilir ki f, £ = a noktasinda n-inci mertebeden tiirevli

pla) = f(a), p'(a) = f'(a), ... , p™(a) = f")(a)

olacak bicimde n-inci dereceden bir p polinomu vardir ve bu polinom,
f™®) (a) ,
= Z L (z—a)*
ile verilir.

Bu polinoma f tarafindan = a noktasinda iiretilen Taylor Polinomu denir.
p(x) = T, (f(2)) = Tu(f(z,a)) ile gosterilir.

Ornek 1: f:R — R, f(z) = e® ile tammlanan fonksiyon tarafindan = = 0
noktasinda iiretilen polinomu yaziniz.

= 0 noktasinda iiretilen bir polinomdur.

=R

f tarafinda

Teorem 3.1.2: n > 1 olmak iizere P, polinomu n—inci dereceden bir poli-
nom ve f ile g, £ = 0 da n—inci mertebeden tiirevli fonksiyonlar olsunlar. Ayrica
lir% g(x) = 0 olmak iizere eger f(z) = P,(z)+ z"g(x) seklinde yazilabiliyorsa

P,, x =0 da f tarafindan iiretilen Taylor polinomudur.

Zf )+ K, (2)




ifadesine Kalan Terimli Taylor Formiilii denir. Simdi kalan terimin nasil
hesaplanacagini verelim.

Teorem 3.1.3: f fonksiyonu x = a noktasini iceren bir aralikta n + 1—inci
mertebeden siirekli tiireve sahip olsun. O halde Taylor Formiiliindeki kalan

terim,
xT

K@) = o [ o= 07 0y

a

ile verilir.

Tamim 3.1.4: f fonksiyonu x = a noktasi iceren bir aralikta her mertebe-

den tiirevlenebilir olsun. o
f*(a)
Z %l (2 —a)f
k=0

serisine a noktasinda f fonksiyonu tarafindan iiretilen Taylor serisi denir. Bu
serinin toplaminin f(z) olmasi igin gerek ve yeter sart (K, (z)) kalan teriminin
sifira yakinsamasidir.

Ornek 2: f:R — R, f(z) = 2* — 32° 4 42 — z 4 2 fonksiyonunu (z + 1)
in kuvetlerine gore yaziniz.

Co6ziim: Demek ki f fonksiyonunun x = —1 noktasindaki Taylor acilimini
yapmamiz gerekir.

F(=1) = fO(=1) = (-1)* = 3(=1)° + 4(-1)° = (-1) +2=11

fl(z) =423 =922 + 8z — 1 = f/(—1) = —22

f(x) =1222 — 18z + 8 = f"(—1) = 38

f"(x) =24z — 18 = f"'(z) = —42

fW(z)=24= fD(~1)=24

n > 5igin f(™(z) = 0 olup K, (z) — 0, (n— o0), olur.

O halde f(z) = if(k) (z) (x — a)* olup,

k
22 38 42 24
flz)=11— —(x+1)+§(x+1)2 - y(:r-l—l)?’—f— I(9c+1)4+0+0+...

flx)=11-22(x+1)+19(x +1)2 = 7(z + 1) + (z + 1)*

Taylor aciliminda eger a = 0 alinirsa bu a¢ilima Maclaurin agilimi denir.

Ornek 3: f: R—R, f(z) = e ile tammlanan fonksiyonun Maclaurin
acilimini bulunuz.

Coziim: f(0) =1
fi(z)=f"(z)=...= fF(z) =¢”
= OO =1,..(k=0,1,2,..)



k=0""
Fr (@) = e = fr () = e
— ec n+1
K, (x) it 1)!3:

Acaba hangi x ler i¢in K, (z) - 0 (n — oo) saglanir?
Once z = 0 = K,,(0) = 0 olup K,,(0) — 0 saglanir.
Sonrax>0:>0§c<x:>1:eo<ec<e”

_ € n+1 ex n+1
OSK"(QJ)_i(n—i—l)!x < (n+1)!x — 0, (n — o)
= lim K,(z)=0.

Daha sonra x < 0 olsun.= = < ¢ <0
= % < e < e =1 olup boylece

K = | e <1 L )
z)| = —0,(n — o0
" (n+1)! ~ T (n+1)! ’
— 1
elde edilir. O halde Vz € R i¢in lim K, (z) = 0 oldugundan e* = Ea?k
k=0""
saglanir.

Odev: e sayisinn irasyonel oldugunu gosteriniz.

Tanim 3.1.5 (Analitik Fonksiyon): R > 0 olmak tizere (¢ — R,a + R)
araliginda f fonksiyonu bir kuvvet serisinin toplamina esit oluyorsa, f bu ara-
likta analitiktir denir.

o 1 >
Ornek 4: |z| <1 igin = Z:ck oldugunu biliyoruz.
-z =

O halde f(z) = 1 L

ile verilen fonksiyon (—1,1) araliginda analitiktir.



