
5. BÖLÜM: VEKTÖR DE¼GERL·I FONKS·IYONLAR

5.1 Vektör De¼gerli Fonksiyon

D � R olmak üzere f : D ! R
t! f (t)

ile tan¬ml¬ f reel de¼gi̧skenli ve reel

de¼gerli fonksiyonlar¬inceledik.
Yine V bir vektör uzay olmak üzere,
D � R, F : D ! V

t! �!
f (t)

ile tan¬ml¬ fonksiyona reel de¼gi̧skenli ve vektör

de¼gerli fonksiyon denir.
Vektör de¼gerli fonksiyonlar¬büyük har�e gösterece¼giz ve ço¼gu kez V yerine

R3 alaca¼g¬z.

Örnek 1: F (t) = ln t
�!
i + et

�!
j +

p
1� t2�!k ile tan¬ml¬fonksiyon için Df�i

bulunuz.

Çözüm: f1 (t) = ln t =) Df1 = ft 2 R : t > 0g = (0;1)
f2 (t) = e

t =) Df2 = R = (�1;1)
f3 (t) =

p
1� t2 =) Df3 =

�
t 2 R : 1� t2 � 0

	
= ft 2 R : �1 � t � 1g
= [�1; 1]

Df = Df1 \Df2 \Df3 = (0;1) \ (�1;1) \ [�1; 1]
= (0; 1]

Tan¬m 5.1.1: F ile G vektör de¼gerli ve h ile u reel de¼gerli fonksiyonlar
olmak üzere,
1) (F �G) (t) = F (t)�G (t)
2) (F:G) (t) = F (t) :G (t)
3) (FxG) (t) = F (t)xG (t)
4) (hF ) (t) = h (t)F (t)
5) (Fou) (t) = F (u (t))

ile tan¬mlan¬r.

Örnek 2:
�!
F (t) = sin t

�!
i � cos t�!j + t�!k

�!
G (t) = cos t

�!
i � sin t�!j +�!k

h (t) =
p
t

u (t) = t2

fonnksiyonlar¬verilsin. Yukar¬daki tan¬mda geçen özellikleri sa¼glad¬¼g¬n¬gös-
teriniz.

Çözüm: 1)
��!
F ��!G

�
(t) =

�!
F (t)��!G (t)

= (sin t� cos t)�!i + (� cos t� sin t)�!j + (t� 1)�!k
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2)
��!
F :
�!
G
�
(t) =

�!
F (t) :

�!
G (t)

= sin t cos t+ (� sin t) (� cos t) + t
= 2 sin t cos t+ t

3)
��!
F x
�!
G
�
(t) =

�!
F (t)x

�!
G (t) =

������
i j k
sin t � cos t t
cos t � sin t 1

������
= (� cos t+ t sin t)�!i � (sin t� t cos t)�!j +

�
� sin2 t+ cos2 t

��!
k

4) (hF ) (t) = h (t)F (t)
=
p
t
�
sin t

�!
i � cos t�!j + t�!k

�
=
p
t sin t

�!
i �

p
t cos t

�!
j + t

p
t
�!
k

5) (Fou) (t) = F (u (t))
= F

�
t2
�

= sin
�
t2
��!
i � cos

�
t2
��!
j + t2

�!
k

Tan¬m 5.1.2: F (t) = f1 (t)
�!
i + f2 (t)

�!
j + f3 (t)

�!
k olmak üzere, F (t)�nin

normu, p
F (t)F (t) =

q
(f1 (t))

2
+ (f2 (t))

2
+ (f3 (t))

2

= kF (t)k

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Örnek 3: F (t) = sin t
�!
i � cos t�!j + t�!k vektör de¼gerli fonksiyonu verilmi̧s

olsun.

kF (t)k =
p
sin2 t+ cos2 t+ t2

=
p
1 + t2

Tan¬m 5.1.3:
�!
F ile

�!
G vektör de¼gerli fonksiyonlar¬D üzerinde ortogonaldir

(diktir) () 8t 2 D için F (t) :G (t) = 0 sa¼glan¬r.

�!
F fonksiyonu

�!
G fonksiyonuna dikse F ? G ile gösterilir.

Örnek 4: F (t) =
�
t� t2

��!
i + (1 + 3t)

�!
j � 2t�!k

G (t) = (1� 2t)�!i + t�!j +
�
1 + t2

��!
k

vektör de¼gerli fonksiyonlar¬R üzerinde ortogonal midir?

Çözüm: 8t 2 R; F (t) :G (t) =
�
t� k2

�
(1� 2t) + (1 + 3t) t+ (�2t)

�
1 + t2

�
= 0
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O halde F ? G (R �uzerinde) :

5.2 Vektör De¼gerli Fonksiyonlar¬n Limit ve Süreklili¼gi

Tan¬m 5.2.1: D � R ve F : D ! R3 vektör de¼gerli fonksiyon olmak üzere
t0 2 D

0
olsun, burada D

0
; D�nin y¬¼g¬lma noktalar¬kümesidir. F fonksiyonunun

t0 noktas¬nda bir L vektör limitine sahip olmas¬için () 8" > 0; 9� = � ("; t0)
� 0 < jt� t0j < � eşitsizli¼gini gerçekleyen her t 2 D için

�!F (t)��!L < "

olmas¬d¬r. Bu durumda lim
t!t0

�!
F (t) =

�!
L sa¼glan¬r.

Tan¬m 5.2.2: D � R ve F : D ! R3 vektör de¼gerli fonksiyon olmak üzere�!
F (t) = f1 (t)

�!
i + f2 (t)

�!
j + f3 (t)

�!
k verilsin ve t0 2 D

0
olsun.

lim
t!t0

�!
F (t) =

�
lim
t!t0

f1 (t)

�
| {z }

�!
i +

�
lim
t!t0

f2 (t)

�
| {z }

�!
j +

�
lim
t!t0

f3 (t)

�
| {z }

�!
k

a b c

=
�!
L

= a
�!
i + b

�!
j + c

�!
k

sa¼glan¬r.

Örnek 5:
�!
F (t) = et

�!
i +

sin t

t

�!
j +

t+ 3

�t+ 2
�!
k vektör de¼gerli bir fonksiyon

olmak üzere
!
L = lim

t!1

�!
F (t) =?

Çözüm:
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lim
t!0

�!
F (t) =

�
lim
t!0

et
��!
i +

�
lim
t!0

sin t

t

�
�!
j +

�
lim
t!0

t+ 3

�t+ 2

�
�!
k

= 1
�!
i + 1

�!
j + 3

2

�!
k

=
�!
i +

�!
j + 3

2

�!
k

Teorem 5.2.3: F ileG vektör de¼gerli fonksiyon ve lim
t!t0

�!
F (t) =

!
L1; lim

t!t0

�!
G (t) =

!
L2 olsun. O halde,

a) lim
t!t0

��!
F (t)��!G (t)

�
=
�!
L1 �

�!
L2

b) lim
t!t0

��!
F (t) :

�!
G (t)

�
=
�!
L1:
�!
L2

c) lim
t!t0

��!
F (t) x

�!
G (t)

�
=
�!
L1x

�!
L2

sa¼glan¬r.

Örnek 6:
�!
F (t) = cos t

�!
i + sin t

�!
j + t

�!
k

�!
G (t) = sin t

�!
i + cos t

�!
j + (t� 1)�!k

vektör de¼gerli fonksiyonlar¬ kullanarak yukar¬daki tan¬m özelliklerini gös-
teriniz.

Çözüm: a) lim
t!0

��!
F (t)��!G (t)

�
=
�!
L1 �

�!
L2 =

�!
i +

�!
j ��!k

b) lim
t!t0

��!
F (t) :

�!
G (t)

�
=
�!
L1:
�!
L2 = 0

c) lim
t!t0

��!
F (t) x

�!
G (t)

�
=
�!
L1x

�!
L2 =

������
i j k
1 0 0
0 1 �1

������ = �!j +�!k
Tan¬m 5.2.4: D � R ve F : D ! R3 vektör de¼gerli fonksiyon olsun. F;

t0 2 D
0
noktas¬nda sürekli () 8" > 0; 9� = � ("; t0) > 0 � jt� t0j < � özellikli

her t 2 D için kF (t)� F (t0)k < " sa¼glan¬r.

Not: t0 2 D\D0 olsun. O halde F fonksiyonu t0�da sürekli() lim
t!t0

F (t) =

F (t0) sa¼glan¬r:

Örnek 7: F : D ! R3 olmak üzere
�!
F (t) = [jtj]�!i + sin t

t

�!
j + et

�!
k ile

tan¬ml¬vektör de¼gerli fonksiyonu verilsin.
a) F; t0 = 0 noktas¬nda bir limite sahip midir?
b) F; t0 = 0 noktas¬nda sürekli midir?

Çözüm: t0 = 0 2 R \ R0
ve f1 (t) = [jtj]; lim

t!0+
[jtj] = 0 ve lim

t!0�
[jtj] = �1

oldu¼gundan lim
t!0

f1 (x) limiti mevcut de¼gildir. O halde lim
t!0

F (t) mevcut de¼gildir.
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Örnek 8: F : D ! R3 olmak üzere
�!
F (t) =

�
t2 + 1

��!
i +

sin t

t

�!
j + et

�!
k ile

tan¬ml¬vektör de¼gerli fonksiyonu verilsin.
a) t0 = 0 noktas¬nda limitini bulunuz.
b) t0 = 0 noktas¬nda F; sürekli midir?

Çözüm: a) t0 = 0 2 R \ R
0

lim
t!0

F (t) =
�
lim
t!0

�
t2 + 1

���!
i +

�
lim
t!0

sin t

t

�
�!
j +

�
lim
t!0

et
��!
k

=
�!
i +

�!
j +

�!
k

b) f1 (t) = t2 + 1 olmak üzere f1; t = 0�da süreklidir.

f2 (t) =
sin t

t
olmak üzere f2; t = 0�da tan¬ms¬z oldu¼gundan sürekli de¼gildir.

O halde F fonksiyonu, t = 0�da sürekli de¼gildir.

Not: Burada yine belirtelim ki F vektör de¼gierli fonksiyonunun sürekli
olmas¬için yeter ve gerek şart her bir bileşen fonksiyonun sürekli olmas¬d¬r.

Teorem 5.2.5: F ve G vektör de¼gerli fonksiyonlar olmak üzere, F;G t0
noktas¬nda sürekli oluyorlarsa F +G; F:G; FxG fonksiyonlar¬da t0 noktas¬nda
süreklidir.
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