5. BOLUM: VEKTOR DEGERLI FONKSiYONLAR
5.1 Vektor Degerli Fonksiyon

D C R olmak iizere f: D —R ile tamimh f reel degigkenli ve reel
t— f(t)

degerli fonksiyonlar: inceledik.

Yine V bir vektor uzay olmak iizere,

DCR, F: D>V ile tanimh fonksiyona reel degiskenli ve vektor

t— 7 (t)

degerli fonksiyon denir.

Vektor degerli fonksiyonlar: biiyiik harfle gosterecegiz ve gogu kez V' yerine
R3 alacagiz.

Ornek 1: F(t) =In £+ et7 + V1= ZF ile tamml fonksiyon igin Dj’i
bulunuz.

Coziim: fi (t) =Int = Dy ={teR:t> 0} = (0,00)
f2(t)=¢" = Dy, =R = (—00,00)
fs(t)=V1—-12= Dy, ={teR:1-*>0}
{teR:-1<t<1}
=[-1,1]

(0,00) N (=00, 00) N[—1,1]
(0,1]

Df = Df1 ﬂsz ﬂDfS

Tanim 5.1.1: F ile G vektor degerli ve h ile u reel degerli fonksiyonlar
olmak tizere,

F(t)FG(t)
) .G (t)
t

ile tanimlanir.

Ornek 2: (t) = sin t? — cos t7 Ttk
T
(t) =costi —sintj + k
h(t) =Vt
u(t) =t2

fonnksiyonlar: verilsin. Yukaridaki tanimda gecen 6zellikleri sagladigini gos-
teriniz.

Coziim: 1) (?zpff) () =F (1) ¢Z¥)(t)_> - -
= (sint Fcost) ¢ + (—cost Fsint) j +(tF1) k



ol

2) (FG)w) =F0).Gw
=sintcost + (—sint) (—cost) + ¢
= 2sintcost +t

i k
)(?@’)() F (H)xG (t) =| sint —cost t
cost —sint 1

= (fcostthsint)_i) - (sintftcost)7+ (—sin®t + cos? t) *

4) (hF)(t) =h(t) F(t)
— — —
t(sinti —cost j —|—tk)
tsint?> — \/icoszf?> + t\/iz

5) (Fou)(t) = F (u(t))
=F (t2)
= sin (t2) i — cos (tQ) j +t2 ¥

Tanim 5.1.2: F () = f1 (¢) T+ f2 (¢) 7 + f3(t) ¥ olmak iizere, F' (t)’nin

normu,

FOF®D = (@) +(®)+(fs 1)
= |F @)

seklinde tanimlidir.

Ornek 3: F (t) =sinti —costj +tk vektor degerli fonksiyonu verilmis

olsun.

\/sim2 t+cos?t 42

V142

1 @)l

Tamm 5.1.3: F ile G vektor degerli fonksiyonlar1 D {izerinde ortogonaldir
(diktir) <= Vt € D i¢in F (t) .G (t) = 0 saglanir.

F fonksiyonu G fonksiyonuna dikse F' 1 G ile gosterilir.

ot — — —
Ornek 4: F(t)=(¢t—t*) i +(1+3t) j —2tk
— — —
Gity=01-2t) ¢ +tj +(1+¢*) k

vektor degerli fonksiyonlar: R iizerinde ortogonal midir?

Coziim: Vi € R, F (t k) (1 —2t) 4+ (1+3t) t 4 (—2¢) (1 +t2)

= (¢
0



O halde F' L G (R iizerinde) .
5.2 Vektor Degerli Fonksiyonlarin Limit ve Siirekliligi

Tanmim 5.2.1: D C R ve F : D — R3 vektor degerli fonksiyon olmak iizere
to € D olsun, burada D, D’nin yigilma noktalar1 kiimesidir. F' fonksiyonunun
to noktasinda bir L vektor limitine sahip olmas: igin <= Ve > 0, 36 = § (&, to)

—

50 < |t —to| < § esitsizligini gergekleyen her ¢t € D igin HF (t) — f” <e

— —
olmasidir. Bu durumda lim F (¢) = L saglanir.

t—>t0

Fit)

¥

Tamim 5.2.2: D C R ve F : D — R3 vektor degerli fonksiyon olmak iizere
— — — — /
F(t)=fi(t) i + fo(t) j + f3(t) k verilsin ve tg € D olsun.

lim F (f) = (lim f (t)> W+ <t11310 f2 (t)) J 4+ (tlggo f3 (t)) ¥

t—to t—to
a b c
—
L
- = =
= at +bj +ck
saglanir.
. sin ¢ t+3
Ornek 5: F (t) = et + %7 + t+—|— 2? vektor degerli bir fonksiyon

- —
olmak tizere L = lim F (t) =7

t—o0o

Coziim:



1 . . t)—.> . sint\ — . t+3 )\ —
o = (me) T (=) T (i ) %

Teorem 5.2.3: F'ile G vektor degerli fonksiyon ve lim F (t) = IT;, lim G (t) =

t—to t—to

[72 olsun. O halde,

@) lim (FOFE 1) =Li¥La
b) lim ?(t)fﬁ(t)) = I..L,

¢) lim (F (t) xG (t)) = ?XIZ
saglanir.

. — — — —
Ornek 6: F (t) =costi +sintj +tk
— — — —
G (t)=sinti +costj +(t—1) k
vektor degerli fonksiyonlar: kullanarak yukaridaki tamim ozelliklerini gos-
teriniz.

Céziim: a) }ing}(?(t)?@(t))z—{:F—;:?%-?_?
b) tlgrtlo(F(t).G(t)): 1Ly =0
— — — — ik e
) hm(F(t)XG(t)): xLo=|1 0 0 |=7+k
t—to 0 1 _1

Tanmim 5.2.4: D C Rve F : D — R? vektor degerli fonksiyon olsun. F,
to € D noktasinda siirekli <= Ve > 0, 36 = § (,t0) > 0 2|t — to| < § ozellikli
her t € D igin | F (t) — F (t9)| < € saglanir.

Not: tg € DND’ olsun. O halde F fonksiyonu ty’da siirekli <= tlir? F(t)=

—1o
F (to) saglanir.

o int
Ornek 7: F : D — R? olmak iizere ?(t) = [|t|]7 + %7 Fetk ile

tanimli vektor degerli fonksiyonu verilsin.
a) F, to = 0 noktasinda bir limite sahip midir?
b) F, to = 0 noktasinda siirekli midir?
Coziim: to =0 € RNR ve fi (t) = [|t]]; lirél+[|t|] =0 ve lirgl [t)] = -1
t— t—0—
oldugundan %ir% f1 (2) limiti mevcut degildir. O halde }ir% F (t) mevcut degildir.



o int
Ornek 8: F: D — R3 olmak tizere F (t)=(t*+1) et %7 +e'k ile
tanimli vektor degerli fonksiyonu verilsin.

a) to = 0 noktasinda limitini bulunuz.
b) to = 0 noktasinda F, siirekli midir?

Céziim: a) tp =0 RNR’
. (1 40 — . sint) — . t) -
lim F (t) = (}er(l) (2 + 1)) i+ (hm ; ) Jj+ (hme k

t—0 t—0 t—0
- = =

=i+ j+k
b) fi(t) = t? 4+ 1 olmak iizere f1, t = 0’da siireklidir.
fat) = MY lmak tizere f2, t = 0’da tanmimsiz oldugundan siirekli degildir.
O halde F fonksiyonu, t = 0’da stirekli degildir.

Not: Burada yine belirtelim ki F' vektor degierli fonksiyonunun stirekli
olmasi igin yeter ve gerek sart her bir bilegen fonksiyonun siirekli olmasidir.

Teorem 5.2.5: F ve G vektor degerli fonksiyonlar olmak iizere, F, G tg
noktasinda siirekli oluyorlarsa F'+ G, F.G, FxG fonksiyonlar: da ¢ty noktasinda
siireklidir.



