
5.4 Vektör De¼gerli Fonksiyonlar¬n Türevi

Tan¬m 5.4.1: D � R ve F : D ! R3; t0 2 D \D
0
olsun. E¼ger,

lim
t!to

F (t)� F (t0)
t� t0

limiti varsa F , t0�da türevlidir denir ve F
0
(t0) veya

df

dt
(t0) ile gösterilir.

Tan¬m 5.4.2: F�nin t0 noktas¬nda türevli() f1; f2; f3 bileşen fonksiyon-
lar¬n¬n t0�da türevli olmas¬d¬r. Bu durumda;

F
0
(t) = f

0

1 (t0) i+ f
0

2 (t0) j + f
0

3 (t0) k

gerçeklenir.

Örnek 13: F (t) = jtj i+cos tj+sin tk ile verilen fonksiyon t = 0 noktas¬nda
türevli midir?

Çözüm: f1 (t) = jtj ; f2 (t) = cos t; f3 (t) = sin t
f1 (t) = jtj ile tan¬ml¬fonksiyon t = 0�da türevli de¼gildir. O halde F; t = 0�da

türevli de¼gildir.

Teorem 5.4.3: F ve G vektör de¼gerli fonksiyonlar¬t noktas¬nda türevli ve
h fonksiyonu da t noktas¬nda türevli ise

1) (F (t)�G (t))
0
= F

0
(t)�G0

(t)

2) (F (t) :G (t))
0
= F

0
(t) :G (t) + F (t) :G

0
(t)

3) (F (t) xG (t))
0
= F

0
(t) xG (t) + F (t) xG

0
(t)

4) (h (t)F (t))
0
= h

0
(t)F (t) + h (t)F

0
(t)

Örnek 14: F (t) = i � t2j + tk ve G (t) = ti + (1 + t) j +
�
t2 + 1

�
k

fonksiyonlar¬verilsin.

F (t) :G (t) = t� t2 (t+ 1) + t
�
t2 + 1

�
= 2t� t2

F (t)xG (t) =

������
i j k
1 �t2 t
t 1 + t t2 + 1

������ = ���t4 � 2t2 � t� i� j + �1 + t+ t3� k�
(F (t) xG (t))

0
=
�
�4t3 � 4t� 1

�
i+ 0j +

�
1 + 3t2

�
k

=
�
�4t3 � 4t� 1

�
i+

�
1 + 3t2

�
k

Teorem 5.4.4: F fonksiyonu (a; b) aral¬¼g¬n¬n her noktas¬nda türevli ve de;
kF (t)k = c (sabit) olsun. O halde, F ? F 0

gerçeklenir.
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Vektör De¼gerli Fonksiyonlar¬n Türevinin Geometrik Yorumu

E¼ger t > t0 =)
F (t)� F (t0)

t� t0
vektörü,

��!
P0P vektörü ile ayn¬yönlüdür.

E¼ger t < t0 =)
F (t)� F (t0)

t� t0
vektörü,

��!
P0P vektörü ile ters yönlüdür.

Dolay¬s¬yla F
0
(t0) mevcut ise bu vektör, P0�dan geçen ve

��!
P0P kiri̧s vektörü

limiti olan bir vektördür ve e¼gri ile ayn¬yönlüdür. E¼ger
F 0

(t0)
 6= 0 ise

T (to) =
F

0
(t0)

kF 0 (t0)k
; t0 noktas¬ndaki te¼get vektör

N (t) =
T
0
(t)

kT 0 (t)k ; t parametreli noktadaki normal vektördür.

Örnek 15: �!r (t) = cos t
!
i + cos t

!
j +

p
2 sin t

!
k e¼grisine t =

�

4
noktas¬ndan

çizilen (birim) te¼get ve normal vektörü bulunuz.
Çözüm: r

0
(t) = � sin ti� sin tj +

p
2 cos tkr0 (t) =psin2 t+ sin2 t+ 2 cos2 t = p2

T (t) =
r
0
(t)

kr0 (t)k =
1p
2

�
� sin ti� sin tj +

p
2 cos tk

�
T
��
4

�
=

1p
2

�
� sin �

4
i� sin �

4
j +

p
2 cos

�

4
k
�

= �1
2
i� 1

2
j +

1p
2
k

Normal vektör için; T
0
(t) =

1p
2

�
� cos i� cos j +

p
2 sin tk

�
olup

T 0
(t)
 =r1

2

�
2 cos2 t+ 2 sin2 t

�
= 1:

N (t) =
T
0
(t)

kT 0 (t)k =
1p
2

�
� cos ti� cos tj +

p
2 sin tk

�
N
��
4

�
= �1

2
i� 1

2
j � 1

2
k
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Burada r (t)� r (t0) yer de¼gi̧stirme vektörüdür. t0 an¬ndaki h¬z;

V (t0) = lim
t!t0

r (t)� r (t0)
t� t0

= r
0
(t0) ve kV (t0)k h¬z¬n büyüklü¼güdür.

Ödev: r (t) = 2 (t� sin t) i+ 2 (1� cos t) j � 0k verilsin.
a) H¬z hangi zamanlarda s¬f¬r olur?
b) ·Ivmenin s¬f¬r oldu¼gu bir zaman var m¬d¬r?

Tan¬m 5.4.5: I 2 R bir aral¬k ve r; I üzerinde tan¬ml¬bir vektör de¼gerli
fonksiyon olsun. E¼ger I üzerinde sürekli türeve sahip ve de I�n¬n her bir t iç
noktas¬için r

0
(t) 6= 0 ise r; I üzerinde "düzgün bir fonksiyondur" denir. O halde

r�nin temsil etti¼gi e¼gri "düzgün e¼gri" demektir.
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5.5 Uzay E¼grilerinin Uzunluklar¬

C düzgün bir e¼gri olmak üzere r (t) = X (t) i + Y (t) j + Z (t) k; a � t � b
olsun.

L =

bZ
a

r�
(X 0 (t))

2
+ (Y 0 (t))

2
+ (Z 0 (t))

2
�

=

bZ
a

r0 (t) dt

Örnek 16: r (t) = 4 cos ti + 4 sin tj + 3tk; 0 � t � 2� e¼gri parças¬n¬n
uzunlu¼gunu hesaplay¬n¬z.

Çözüm: r
0
(t) = �4 sin ti+4 cos tj+3k =)

r0 (t) =q16 �sin2 t+ cos2 t�+ 9 = 5
L =

2�Z
0

r0 (t) dt = 5 2�Z
0

dt = 10�
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