
6. BÖLÜM: ÇOK DE¼G·IŞKENL·I FONKS·IYONLAR

6.1. Giri̧s

Şimdiye kadar reel de¼gerli ve vektör de¼gerli fonksiyonlar¬ inceledik. Şimdi
aşa¼g¬da örnekleri verildi¼gi gibi çok de¼gi̧slenli fonksiyonlar¬inceleyece¼giz.

A = xy = A (x; y) A = 2 (xy + yz + xz) = A (x; y; z)

Tan¬m 6.1.1: D � Rn; f : D ! R
(x1; x2; :::; xn) ! u = f (x1; x2; :::; xn)

n de¼gi̧skenli fonksiyondur.
n = 1 için tek de¼gi̧skenli fonksiyondur.
n � 2 için çok de¼gi̧skenli fonksiyondur.

6.2. Çok De¼gi̧skenli Fonksiyonlarda Limit ve Süreklilik

Tan¬m 6.2.1: D � R2 ve F : D ! R
(x; y)! z = f (x; y)

fonksiyonu verilsin.

(a; b) 2 D0
olmak üzere, lim

(x;y)!(a;b)
F (x; y) = L () 8" > 0;9� > 0 � D�nin

(a; b) noktas¬n¬n � komşulu¼gundaki her (x; y) eleman¬ için jf (x; y)� Lj < "
gerçeklenir.

Sonuç 6.2.2: D � R2; f : D ! R; z = f (x; y) ; (a; b) 2 D0
verilsin. O

halde; lim
(x;y)!(a;b)

f (x; y) = L () 8" > 0, 9� > 0 � jx� aj < � ve jy � bj < �

özellikli 8 (x; y) 2 D için jf (x; y)� Lj < " sa¼glan¬r.
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lim
x!a

�
lim
y!b

f (x; y)

�
= L1 lim

y!b

n
lim
x!a

f (x; y)
o
= L2

E¼ger, lim f (x; y) = L mevcut ise L1 = L2 = L sa¼glan¬r. Di¼ger yandan L1 ve

L2 mevcut ise L1 = L2 olsa bile (a; b) noktas¬nda limit olmak zorunda de¼gildir.
Ayr¬ca L1 ve L2 mevcut fakat L1 6= L2 ise o zaman lim

(x;y)!(a;b)
f (x; y) limiti

mevcut de¼gildir.

Örnek 1: f : R2 ! R2; f (x; y) =

( xy

x2 + y2
; (x; y) 6= (0; 0)

1 ; (x; y) = (0; 0)
lim

(x;y)!(0;0)
f (x; y)

limiti mevcut mudur?

Çözüm: lim
x!0

�
lim
y!0

f (x; y)

�
= lim

x!0

�
lim
y!0

xy

x2 + y2

�
= lim

x!0
0 = 0 = L1

lim
y!0

n
lim
x!0

f (x; y)
o
= lim

y!0

�
lim
x!0

xy

x2 + y2

�
= lim

y!0
0 = 0 = L2

L1 = L2 = 0 sa¼gland¬.
y = mx do¼grular¬boyunca (0; 0) noktas¬na yaklaşal¬m:

lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) = lim
(x;xmx)!(0;0)

xmx

x2 + (xm)
2

= lim
x!0

mx2

x2 (1 +m2)

=
m

(1 +m2)
O halde m de¼gi̧stikçe lim

(x;y)!(0;0)
f (x; y) farkl¬de¼gerler al¬r. Bu yüzden limit

yoktur.

Tan¬m 6.2.3: D � R2; f : D ! R ve z = f (x; y) olsun. Ayr¬ca (a; b) 2 D
verilsin. E¼ger 8" > 0, 9� > 0 � jx� aj < � ve jy � bj < � olacak biçimde
8 (x; y) 2 D için jf (x; y)� f (a; b)j < " ise f; (a; b) noktas¬nda süreklidir.
Ayr¬ca (a; b) 2 D \ D0

olmas¬ halinde, f (a; b) noktas¬nda sürekli ()
lim

(x;y)!(a;b)
f (x; y) = f (a; b) sa¼glan¬r.
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Örnek 3: f : R2 ! R; f (x; y) =
xy2

x2 + y4
fonksiyonu (0; 0) noktas¬nda

sürekli midir?
Çözüm: F fonksiyonu (0; 0) noktas¬nda tan¬ml¬olmad¬¼g¬ndan süreksizdir.
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