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POISSON ÇEK·IRDE¼G·I

f 2 C[��; �] (L12�) fonksiyonunun Fourier serisi, an = 1
�

�Z
��

f (�) cosn�d� (n 2 N [ f0g) ve

bn =
1
�

�Z
��

f (�) sinn�d� (n 2 N) olmak üzere;

1

2
a0 +

1X
n=1

(an cosn� + bn sinn�)

idi. Riemann-Lebesgue teoreminden limn!1 an = limn!1 bn = 0 oldu¼gundan,
Fourier katsay¬lar¬düzgün s¬n¬rl¬d¬r. Yak¬nsakl¬¼g¬n garantilenmesi için, seri,
rn (0 � r < 1) ile çarp¬l¬rsa

P (r; �) =
1

2
a0 +

1X
n=1

rn (an cosn� + bn sinn�) (1)

bulunur. Weierstrass-M testinden, buradaki seri, her bir r1 < 1 için [��; �] üzerinde
P (r1; �) ya düzgün yak¬nsakt¬r. O halde, her � için�����P (r1; �)�

"
a0
2
+

mX
n=1

rn (an cosn� + bn sinn�)

#����� < "
olacak şekilde bir m do¼gal say¬s¬vard¬r. an; bn Fourier katsay¬lar¬ (1) for-
mülünde kullan¬larak, P (r; �) aşa¼g¬daki şekilde yaz¬l¬r:

Pr (f) (�) : = P (r; �) =
1

2�

�Z
��

f (t)

"
1 + 2

1X
n=1

rn cosn (� � t)
#
dt

=
1

2�

�Z
��

f (t)Pr (� � t) dt:

Buradaki Pr (t) = 1 + 2
1P
n=1

rn cosnt çekirde¼ginin uygun gösterimi bulmak

için; qr (t) = 2
1P
n=1

rn sinnt al¬n¬p, gerekli i̧slemler yap¬larak

Pr (t) + iqr (t) = 1 + 2

1X
n=1

�
reit
�n

=
1� r2 + 2ir sin t
1� 2r cos t+ r2
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bulunur. Bu ifadenin reel k¬sm¬al¬narak

1 + 2

1X
n=1

rn cosnt =
1� r2

1� 2r cos t+ r2

bulunur. Böylece,

Pr (t) =
1� r2

1� 2r cos t+ r2 (t 2 R; 0 � r < 1)

fonksiyonlar¬n¬n ailesine Poisson (Abel-Poisson) çekirde¼gi ve

Pr (f) (�) := P (r; �) =
1

2�

�Z
��

f (t)
(1� r2)

1� 2r cos (� � t) + r2dt (� 2 R) :

operatörlerinin ailesine de Poisson (Abel-Poisson) konvolusyon operatörleri
denir.

13:1: SONUÇ. Pr Poisson çekirde¼gi bir deltasal çekirdektir:

1. Pr (t) � 0; Pr (�t) = Pr (t) ;

2. 1
2�

�Z
��

Pr (t) dt = 1;

3. � > 0 olmak üzere,

lim
r!1�

max
��jtj��

jPr (t)j = 0 ve lim
r!1�

jPr (0)j =1

sa¼glan¬r.

_Ispat: 1: özellik aç¬kt¬r. 2: için, (1) formülünden, an ve bn ler f nin Fourier
katsay¬lar¬ oldu¼gundan, f � 1 al¬n¬rsa n = 1; 2; � � � için an = bn = 0 ve
a0 = 2 olur. Böylece, periyodiklikten

Pr (1) (�) =
1

2�

�Z
��

(1� r2)
1� 2r cos (x� �) + r2dx

=
1

2�

�Z
��

(1� r2)
1� 2r cosx+ r2dx

= 1
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elde edilir. 3: için, Pr (0) = 1+r
1�r ve oldu¼gundan; limr!1� jPr (0)j =1 aç¬kt¬r.

Pr çekirde¼gnin 1: deki özellikleri göz önünde tutulursa,

Pr (t) =
(1� r2)

1� 2r cos t+ r2

=
(1� r2)

1� 2r
�
1� 2 sin2 t

2

�
+ r2

=
(1� r2)

(1� r)2 + 4r sin2 t
2

<
(1� r2)
4r sin2 t

2

olaca¼g¬ndan

0 � max
��jtj��

jPr (t)j = max
t��

Pr (t) � max
t��

(1� r2)
4r sin2 t

2

=
(1� r2)�2

4r�2

eşitsizli¼gine ulaş¬l¬r, buradan da limr!1� max��jtj�� jPr (t)j = 0 elde edilir.


