Bolum 2

Tamlik Bolgeleri ve Cisimler

Halkalar birimli ve degismeli olmak zorunda degildir. Bu boéliimde “tamlik bolgesi” ve
“cisim” adi verilen bazi 6zelliklere sahip birimli ve degismeli halkalar ele alinacaktir ve
ozellikleri incelenecektir. Ayrica tamlik bolgesi ve cisim kavramlari arasindaki iligkiler
iizerinde durulacaktir.

2.1 Tamlik Bolgeleri

Tamim 2.1.1 R bir halka olsun.

o Eger ab = 0p sartimi saglayan her a, b € R i¢in a = Op veya b = O oluyorsa R ye
sifir bolensiz halka denir.

e Fger Op # a € R igin ab = Or olacak sekilde Or # b € R mevcutsa a ya R de bir
sol sifir bolen, b ye de bir sag sifir bolen denir. Hem sol hem de sag sifir bélen
elemana bir sifir bolen denir.

Ornek 2.1.2 Bilinen toplama ve carpma iglemleriyle Z, Q, R ve C halkalar1 sifir bolensizdir.
A

Ornek 2.1.3 7 iizerinde
rPy=ax+y—1, z0Qy=ax+y—2zy

islemleri tanimlansin. Bu durumda (Z, @, ®) bir halkadir. Bu halkanin sifir bélensiz olup
olmadigini aragtiralm. (Z,®,®) halkasimin @ ya gore birimi 1 dir. Simdi z, y € Z olmak
tizere z © y = 1 olsun. Bu durumda (z — 1)(1 — y) = 0 olup (Z, +, ) halkas: sifir bolensiz
oldugundan x — 1 =0 veya 1 —y = 0 dir. Bbylece z = 1 veya y = 1 bulunur. Bu sebeple
(Z,®,®) halkas: sifir bolensizdir. A
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Tanim 2.1.5 D birimli, degismeli bir halka ve 1p # Op olsun. Eger D sifir bolensiz ise
D ye bir tamlik bolgesi denir.

Ornek 2.1.6
(1) Bilinen toplama ve garpma iglemleriyle Z, Q, R ve C halkalar1 birer tamlik bolgesidir.

(2) n € Z\ {£1} olmak tizere bilinen toplama ve garpma iglemleriyle nZ = {nk| k € Z}
halkasi birimli olmadigindan bir tamlik bélgesi degildir.

(3) Bilinen toplama ve carpma islemleriyle M3(R) halkasi degismeli olmadigindan bir
tamlik bolgesi degildir.

(4) Z[i] = {a + bi| a, b € Z} Gauss tamsayilar halkas1 bir tamlik bolgesidir.
(5) ZxZ = {(a,b)| a, b € Z} direkt garpim halkas: sifir bélen elemanlara sahip oldugundan
bir tamlik bolgesi degildir. A

Teorem 2.1.7 1 < n € Z olmak tizere Z,, halkasinin tamlik bolgesi olmast igin gerek ve
yeter sart n nin asal sayr olmasidar.

Teorem 2.1.8 (Sadelesme Ozelligi) D bir tamlik bélgesi, a, b, c € D ve a # Or olsun.
Eger ab = ac veya ba = ca ise b = c dir.

2.2 Cisimler

Tanim 2.2.1 F birimli, degismeli bir halka ve 1p # Op olsun. Eger F' degismeli ise F
ye bir cisim adiy verilir.

Ornek 2.2.2 Bilinen toplama ve ¢arpma islemleriyle @, R ve C halkalar1 birer cisimdir. A

Teorem 2.2.3 Her cisim bir tambik bélgesidir.
Uyar1 2.2.4 Baz tamlik bolgeleri cisim degildir. érnegin bilinen toplama ve carpma

islemleriyle Z halkasi bir tamlik bolgesi olmasina ragmen, Z de carpmaya gore tersinir
elemanlar sadece +1 oldugundan Z bir cisim degildir. ¢

Teorem 2.2.5 Her sonlu tamlik bolgesi bir cisimdir.
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Sonug 2.2.6 1 < n € Z olmak tizere Z, nin cisim olmasy i¢in gerek ve yeter sart n nin
bir asal sayr olmasidar.

Ornek 2.2.7 7317 cisminde z = z7!

sartini saglayan x elemanlarii belirleyelim. Eger
= g1 ise 22 = 1 dir. Zs3y7 bir cisim oldugundan sifir bélensizdir. Yani 22 — 1 =
(x —1)(x+1) =0 olmas1 z — 1 =0 veya = + 1 = 0 olmasim gerektirir. Boylece z = 1 veya
2 = 316 olur. Dolayisiyla Zs317 cisminde carpimsal tersi kendisine esit olan elemanlar 1 ve

8

Altcisimler

Tanim 2.2.8 F bir cistm ve F' nin bir althalkast E olsun. Eger E de F' nin islemlerine
gore bir cisim oluyorsa E ye F' nin bir altcismi ady verilir.

Teorem 2.2.9 F bir cisim ve ) # E C F olsun. E nin F nin bir altcismi olmast i¢in
gerek ve yeter sart

(i) [E[ =2,

(ii) hera, be E i¢ina—b, abe E
(iii) her0O#c€ Eicinc '€ E
olmasidur.

Ornek 2.2.10 Q cismi R nin, R cismi C nin birer altcismidir. A
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