Bolim 3

Idealler ve Boliim Halkalar:

Bu béliimde “ideal” kavrami tammlamp bazi ozellikleri incelenecektir. Ideallere cesitli
ornekler verilecektir. Althalka ve ideal kavramlar: arasindaki iligki iizerinde durulacaktar.
Ayrica idealler araciligiyla ortaya c¢ikan “boliim halkasi” kavrami ele alinacaktir.

3.1 Idealler

Tamim 3.1.1 R bir halka ve ) # I C R olmak tizere ejer
(1) herz, yel iginx—yel,
(2) herr € R ve her x € I igin xr, rx € I

saglanwyorsa I ya R nin bir ideali denir. Ozel olarak her r € R ve her x € I i¢inrx € I
oluyorsa I ya R nin bir sol ideali, xr € I oluyorsa I ya R nin bir sag ideali adi verilir.

Ornek 3.1.2 Bir R halkasmm {Og} ve R altkiimeleri birer idealidir. A

Teorem 3.1.3 R birimli bir halka ve R nin bir ideali I olsun. Eger 1g € I ise I = R dir.
Teorem 3.1.4 Bir halkanin her ideali althalkadar.
Uyar1 3.1.5 Baz althalkalar ideal olmayabilir. Ornegin 27 halkasi Q nun bir althalkas:

olmasina ragmen x = 2 € 2Z ve r = 1/3 € Q igin, zr = 2/3 ¢ 2Z oldugundan 2Z, Q nun
bir ideali degildir. ¢

Ornek 3.1.6 7 halkasinin her althalkas: bir idealdir. A
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a b

Ornek 3.1.7 R = {[ 0

] ta, b, ce Z} kiimesi matrislerin bilinen toplama ve carpma

0 b

iglemleri ile bir halkadir. R nin () # I = { [ 0 0

} :be Z} altkiimesini g6z oniine alalim.

0 b 0 b
wwer | o]0

0 b 0 by [0 b—b
[0 0]_[0 0]_{0 0]61

] € I icin,

olur.

a

(2) Her[0 i} € Rve {8 b(l)] € I igin,

_ab Obl___() abl_
0 c]'[o o|=lo o€!
ve
_0 b1 a b__—O blc_
0 0]‘[0 c]=lo o€t
olur.
Dolayisiyla I kiimesi R nin bir idealidir. A
a b

Ornek 3.1.8 R = {[ a } ta€Z, be Q} kiimesi matrislerin bilinen toplama ve

0

carpma iglemlerine gore bir halkadir. R nin bog kiimeden farkli I = { [ 8 Z ] ta, be Z}

= N

altklimesi bir althalkadir fakat [ (1) } € R ve [ é i } € [ igin
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oldugundan bir ideal degildir. A

Ornek 3.1.9 R birimli ve degigmeli bir halka ve a € R olmak iizere (a) = {ar : r € R}
kiimesi R nin bir idealidir. A
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Tek ["Jretegli Idealler ve Tek ["Jretegli Idealler Bolgesi

Tanim 3.1.10 R birimli, degismeli bir halka ve ay, az, ..., ap € R olsun. R nin
(a1,a2, ..., apy={airi +agra+...+apry| ri, ro, ..., ™y € R}
idealine a1, as, ..., a, tarafindan itiretilen ideali denir. Ozel olarak a € R 1cimn

(a) = {ar| r € R}

idealine R nin a tarafindan iiretilen tek iiretecli ideali denir.

Tanim 3.1.11 R bir tamlik bolgesi olsun. Eger R nin her idealt tek tretecli ideal ise R
ye bir tek tiretecli idealler bolgesi denir.

Uyar1 3.1.12 R bir halka ve a € R olsun. Bu durumda

m
(a) = {ar—i—sa—i—na%—Zriasi cr T, S, $i€ER, nEZL meZt}
i=1
seklindedir. ¢

Teorem 3.1.13 Z halkasinin biitin idealleri tek tureteclidir. Boylece Z. halkasy bir tek
tretecli idealler bolgesidir.

Ideallerin Toplami1 ve Carpimi

Tanim 3.1.14 R bir halka ve R nin sol (sag) idealleri I, ile Iy olsun. Bu durumda
e 1 +Iy={a+b: a€l, be I} sol (sag) idealine I ve Iy ideallerinin toplamai,

o I1-Ir ={aiby +agba + ... +apb, : a; €11, b € Iy (1 <i<n),necZ} sol (sag)
tdealine I ve Iy ideallerinin carpimi denir.

Ornek 3.1.15 Z halkasinin 1) = 37Z ve I, = 57 idealleri veriliyor.
(1) h+Lh={a+b: acl,behh}={3x+5y: z,y € Z} =7,
(2) Il~12:{albl+a2b2—|—...+anbnZ a; € I, b; € I (1 S’LSTL),?’LEZ}
= {(3z1)(5y1) + (322)(5y2) + ... + (Bzn)(Byn) : i, yi €Z (1 <i<n)}
={15x: z € Z}
= 157

olarak bulunur. A
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3.2 Bolum Halkalar:
R bir halka ve R nin bir ideali I olsun. a, b € R igin
“ a = b olmasi icin gerek ve yeter sart a — b € I olmasidir ”

seklinde tanimlanan “=” bagintis1 R iizerinde bir denklik bagintisidir. Bu baginti sonucunda

ortaya ¢ikan biitiin denklik simiflarinin kiimesini R/I = {a+ [ : a € R} ile gosterelim.

Teorem 3.2.1 R bir halka ve R nin bir ideali I olsun. Her a+ 1, b+ 1 € R/I igin
(a+ D+ b+I1)=(a+b)+1

ve

(a+I)-(b+1)=(a-b)+1I

ile tanimlanan toplama ve ¢carpma islemleriyle (R/1,+,-) bir halkadwr. Bu halkaya R nin I
ya gore bolim halkasi adi verilir. Eger R birimli bir halka ise R/I halkasy da birimlidir
ve birimi 1g + I dwr. Eger R degismeli ise R/I da degismelidir.

Ornek 3.2.2 Z halkasinmn 3Z idealini gbz Oniine alalim.
2/3%={a+3Z: acZ}={0+3%Z,14+3Z,2+ 37}
boliim halkasinin toplam ve carpim tablolarini yapalim.

+|04+3Z 1+3Z 2+ 3%
0+3Z|0+3Z 1+4+3Z 2+3Z
1+3Z 1432 2+3Z 0+43Z
2+43Z 2432 0+43Z 1+ 3Z

| 0+3Z 1+3Z 2+ 3Z
04+3Z|0+3Z 0+43Z 0+3Z
1+3Z|0+43Z 1+2Z 2+ 3Z
243Z|0+3Z 243Z 1+3Z

Tablo 3.1: Z/3Z Boliim Halkasmin Islem Tablolar: A

8 IC)] a, beR, ce(@} halkasi ve R nin

{3 4] wres

Ornek 3.2.3 R = { [



3.2. Boéliim Halkalar:
idealini g6z Oniine alahm. R/I boliim halkasini belirleyelim. [ g 8 } € I oldugundan

R R (R R A kR

olup R/I = {[ 8 2 ] +1:ce (@} olarak bulunur.
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