Bolim 4

Halka Homomorfizmalar: ve
Izomorfizma Teoremleri

Bu boliimde herhangi iki halka arasinda tamimli “homomorfizma” adi verilen ve halka
islemlerini koruyan fonksiyonlar incelenecektir. Homomorfizmalarin 6zellikleri aragtirilacaktir
ve bir homomorfizmanin ¢ekirdegi kavrami tanimlanacaktir. Ayrica halka yapilarini koruyan
“izomorfizma” olarak isimlendirilen 6zel homomorfizmalar ve izomorfizma teoremleri de ele
alimacaktir.

4.1 Halka Homomorfizmalari

Tanim 4.1.1 R ve S iki halka, f: R — S bir fonksiyon olsun. Eger her a, b € R i¢in
(1) fla+b) = f(a)+ f(b),
(2) f(ab) = f(a)f(b)

oluyorsa f ye bir halka homomorfizmasi ads verilir.

Tanim 4.1.2 R wve S ki halka, f: R — S bir halka homomorfizmasi olmak tizere eger
o f birebir ise f ye bir monomorfizma,
e f orten ise f ye bir epimorfizma,
o f birebir ve orten ise f ye bir izomorfizma

denir. Eger f: R — S bir izomorfizma ise bu durumda r ile S ye izomorf halkalar
denir ve R =2 S ile gosterilir. Ozel olarak, f bir epimorfizma ise S ye R nin bir homo-
morfik goriintiisii ads verilir.
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Tanim 4.1.3 R ve S iki halka, f : R — S bir halka homomorfizmasi olsun.
o Kerf={reR| f(r) =0g} kimesine f nin cekirdegi

o Imf ={f(r)| r € R} kiimesine f nin goriintii kiimesi

denir.

Ornek 4.1.4 n € Z* olmak iizere f(a) = @ ile tammh 6 : Z — Z, fonksiyonunu goz
ontine alalim.
(a) +0(b)

0
0(a) - 0(b)

a+b
b

O(a+0) a+
fla-b) =a

el &l

+0b
b

oldugundan 6 bir homomorfizmadir.

Kerd ={a€Z: 6(a) =0}
={a€Z: a=0}
={a€Z: a=nk}
={nk: keZ}
=nZ,

Imd ={0(a):acZ}
={a: a€Z}
=T,

dir. A

Ornek 4.1.5 (Z, +) ile (3Z, +) gruplar: izomorf olmasina ragmen halka olarak (Z, +,-) ile
(3Z, +, -) halkalar1 izomorf degildir. A

’ Halka Homomorfizmalarimin Bazi Ozellikleri ‘

Teorem 4.1.6 R ve S iki halka, f: R — S bir halka homomorfizmas: olsun. Bu durumda
(i) f(Or) = 0s,
(ii) herr e R igin f(—r) = —f(r) dir.

Teorem 4.1.7 R wve S iki halka, f : R — S bir halka homomorfizmast olsun.
(i) Eger I, R nin bir althalkas: ise f(I) de S nin bir althalkasidar.

(ii) Eger J, S nin bir althalkas: ise f~(J) de R nin bir althalkasidor.



4.2. Izomorfizma Teoremleri 3

Teorem 4.1.8 R wve S iki halka, f : R — S bir halka homomorfizmast olsun.
(i) Kerf, R nin bir idealidir.
(ii) f nin birebir olmasi i¢in gerek ve yeter sart Kerf = {Or} olmasidor.

Ornek 4.1.9 f (@) = 4a ile tamumh f : Zg —> Zg homomorfizmasini ele alahm. Kerf =
{0,3} # {0} oldugundan f bir monomorfizma degildir. Ayrica Imf = {0,2,4} # Zg
oldugundan f bir epimorfizma degildir. A

Ornek 4.1.10 F bir cisim, R bir halka ve f : FF — R bir halka homomorfizmasi olsun. Bu
durumda f nin sifir homomorfizmasi veya bir monomorfizma oldugunu gosterelim. Kerf =
{z € F| f(z) = Og}, F nin bir ideali olup F' bir cisim oldugundan Kerf = {0p} veya
Kerf = F dir. Eger Kerf = {0p} ise f fonksiyonu birebir olup f bir monomorfizmadir.
Eger Kerf = F' ise her « € F i¢in f(z) = Og olup f sifir homomorfizmasidir. A

4.2 Izomorfizma Teoremleri

Teorem 4.2.1 R bir halka ve R nin bir ideali I olsun. Bu durumda w(r) = r + 1
seklinde tamvmlanan m : R — R/I fonksiyonu bir epimorfizmadir. Bu epimorfizmaya
dogal (kanonik) homomorfizma ad: verilir.

Teorem 4.2.2 (Birinci Izomorfizma Teoremi) f: R — S bir halka homomorfizmas:
olmak izere

R/Kerf = Imf
dir.
Teorem 4.2.3 (Ikinci Izomorfizma Teoremi) R bir halka, K ve I da R nin idealleri

olmak tuzere
K/(KNnI)=2(K+1)/I

dar.
Teorem 4.2.4 (Ugiincii Izomorfizma Teoremi) R bir halka, K ve I da R nin idealleri

ve K C I olsun. Bu durumda

(R/K)/(I/K)=R/I
dar.
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