Boluim 5

Bir Tamlik Bolgesinin Kesirler
Cismi

Z tamlik bolgesi ve Q cismi arasindaki iliskiden yola cikilarak bu boliimde bir tamlik
bolgesinin kesirler cismi kavramini ele alacagiz. Verilen bir tamlik bolgesinin kesirler cis-
minin nasil yapilandirilacagini ve tamlik bélgesi ile kesirler cismi arasindaki iligkiyi in-
celeyecegiz.

5.1 Kesirler Cismi

D bir tamhk bélgesi, D* := D\ {0} ve S = D x D* olsun.
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Tanim 5.1.1 S kimest tizerinde “ ~ 7 bagintising

“(a,b) ~ (c,d) olmasu igin gerek ve yeter sart ad = bc olmasidir”

seklinde tamimlayalim.

Onerme 5.1.2 7 bagintist S kiimesi tizerinde bir denklik bagintisidor.

Tanmim 5.1.3 (a,b) € S nin “~" bagintisina gore denklik sinifi a/b olmak tzere

Q={a/b: (a,b) € S}

seklinde tanimlayalim.

Uyar1 5.1.4 0#xz € D ve a/be€ Q igin a/b = ax/bx dir. ¢
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Onerme 5.1.5 Q kiimesi tizerinde a/b+c/d = (ad+bc)/bd ve a/b-c/d = ac/bd ile tanami
toplama ve ¢arpma birer islemdir.

Teorem 5.1.6 Q = {a/b: (a,b) € S} kiimesi a/b+c/d = (ad+bc)/bd ve a/b-c/d = ac/bd
ile tanwml “4+7 ve “” iglemleriyle bir cisimdir. Q ya D nin kesirler cismi denir.

Teorem 5.1.7 D bir tamhk bélgesi ve QQ da D nin kesirler cismi olmak tizere zaman
D' ={xz/1p: x € D} kiimesi Q nun bir althalkasidur ve D = D" dir.

Ornek 5.1.8 Zs tamhk bolgesinin kesirler cismini belirleyelim.
S =73 x7Z5=1{(0,1),(0,2),(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}

ve

(
oldugundan @ = {0/1,1/1,1/2} dir. @ kesirler cisminin toplama ve garpim tablolar

v o1 11 i 01 11 12

0/110/1 1/1 1/2 0/110/1 0/1 0/1

1/111/1 1/2 0/1 1/110/1 1/1 1/2

1/211/2 0/1 1/1 1/210/1 1/2 1/1
seklindedir. Ayrica 0 : Zs — @, 6(a) = a/1 fonksiyonu bir izomorfizmadir. A
Uyar1 5.1.9 Eger D bir cisim ise D nin kesirler cismi @) olmak tizere D = @ olur. ¢

Ornek 5.1.10 Z nin kesirler cismi Q cismine izomorftur. A
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