Bolim 7

Bir Halkanin Karakteristigi

Bu boltimde bir halkanin karakteristigi kavramini tanimlayacagiz. Bazi halkalarin karak-
teristiklerini bulup tamlik bolgesi olan halkalarin karakteristikleri i¢in 6nemli bir kriterden
bahsedecegiz.

7.1 Bir Halkanin Karakteristigi

Tanim 7.1.1 R bir halka olsun. Her x € R icin nx = 0g sartine saglayan en kii¢ik pozitif
n tamsayisina R nin karakteristigi denir. Eger bu sart: saglayan pozitif bir tamsayr
yoksa R nin karakteristigi sifirdir denir. Bir R halkasinin karakteristigi kar(R) ile
gosterilir.

Ornek 7.1.2 Z, Q, R ve C halkalarinin her birinde her z elemam i¢in nz = 0 sartim
saglayan pozitif bir n tamsayis1 olmadigindan bu halkalarin karakteristikleri sifirdir. A

Ornek 7.1.3 1 < n € Z olmak iizere her z € Z, icin nz = 0 olup bu sart1 saglayan en
kiiglik pozitif tamsay1 n oldugundan kar(Z,) = n dir. A

Ornek 7.1.4 R bir Boole halkasi olsun. Her z € R icin © + 2 = 2z = 0 olmas1 sebebiyle
kar(R) = 2 dir. A

Teorem 7.1.5 R birimli bir halka olsun.
(i) Eger 1r nin toplamsal mertebesi sonsuz ise kar(R) = 0 dur.

(i) Eger 1r nin toplamsal mertebesi n € Z" ise kar(R) = n dir.
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Ornek 7.1.6 7 x Zy birimli halkasinm karakteristigini bulalim. Bu halkammn birimi (1,1)

oldugundan n (1,1) = (0,0) olacak bicimde en kiigiikk pozitif n tamsayisim bulacagiz.
n (1,1) = (0,0) ise ikililerin esitligi tanim geregince n = 0 olur. Bdylece n (1,1) = (0,0)
esitligini saglayan pozitif tamsay1 mevcut olmadigindan kar(Z x Zy) = 0 dir. A

Ornek 7.1.7 m, n € Z" olmak iizere Z,, x Z, birimli halkasinin karakteristigini bulalim.
Bu halkanmn birimi ([1],, [1],) dir.

o(([(L]m, 1]n)) = ekok(o([1]m), o([1]n)) = ekok(m, n)

olmasi sebebiyle ekok(m, n) - ([1]m, [1]n) = ([0]m., [0]n) olup kar(Z,, x Z,,) = ekok(m,n) olur.
A

Teorem 7.1.8 Bir tamhk bélgesinin karakteristigi sifir ya da asaldr.
Sonug 7.1.9 Bir cismin karakteristigi sifir ya da asaldar.

Onerme 7.1.10 Bir R halkasimn karakteristigi sifir ise R sonsuz ¢oklukta elemana sahip-
tir.

Asagidaki 6rnek Onerme 7.1.10 un kargitinin dogru olmadigim gostermektedir.

Ornek 7.1.11 X, Y € P(Z) igin X +Y = (XUY)\(XNY) ve X -Y = X NY ile tammh
islemlerle (P(Z), +, -) birimli halkasini géz 6niine alalim. Bu halkanin birimi Z dir. Ayrica
Z + 7 = () dir. Dolayisiyla kar(P(Z)) = 2 dir. A

Teorem 7.1.12 D bir tamlik bélgesi olsun. Eger kar(D) = 0 ise, D nin Z ye izomorf
bir althalkas:, p asal sayr olmak tzere kar(D) = p ise, D nin Z, ye izomorf bir althalkas:
vardar.

Teorem 7.1.13 Her halka kendisiyle ayni karakteristige sahip birimli bir halka icine
gomdilebilir, yani bir R halkasi igin kar(R) =kar(S) ve R halkasy S nin bir althalkasina
izomorf olacak bicimde birimli bir S halkasy vardar.
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