Boluim 8

Maksimal ve Asal Idealler

Bu bolimde bir halkanmin maksimal ideali ve asal ideali kavramlar: incelenecektir. Birimli
ve degismeli halkalarda maksimal ideallerin ve asal ideallerin 6nemli karakterizasyonlar:
verilecektir. Ele alinacak halkalarda halkanin sifirindan farkli en az bir eleman daha mevcut
oldugu kabul edilecektir.

8.1 Maksimal Idealler

Tanim 8.1.1 R bir halka ve R nin bir 6z ideali M olsun. Eger M C I C R sartin
saglayan her I ideali icin I = M ya da I = R ise M ye R nin bir maksimal ideali
denar.

Ornek 8.1.2 (Zg, +, -) halkasmm biitiin idealleri Zg, (2), (3) ve (0) olup (2) ve (3) maksimal
idealleridir. A

Teorem 8.1.3 R birimli ve degismeli bir halka olmak tizere R nin her oz ideali R nin bir
maksimal ideali tarafindan kapsanar.

Sonug 8.1.4 R birimli ve degismeli bir halka olsun. Bir x € R i¢in x in R nin bir maksimal
idealine ait olmasi icin gerek ve yeter sart x in tersinir olmamasidar.

Sonucg 8.1.5 Her birimli ve degismeli halkanin bir maksimal ideali vardar.
Ornek 8.1.6 m € Z olmak iizere Z halkasinda M = (m) idealinin maksimal olmas1 icin

gerek ve yeter sart m nin asal say1 olmasidir. A

Ornek 8.1.7 Z halkasinda 97 ideali maksimal degildir. Simdi 3Z halkasinda 97 idealinin
maksimal olup olmadigini aragtiralim. 97 C I C 37Z olacak sekildeki bir I ideali olsun. Bu
durumda I = (n) olacak sekilde n € Z vardir. (9) C (n) C (3) oldugundan 9 € (n) olup
9 = nk olacak sekilde k € Z vardir. Buradan asagidaki durumlar elde edilir.
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Eger n =1 ise 1 € 3Z olup celigki bulunur.

e Eger n = —1 ise —1 € 37Z olup celigki bulunur.

Eger n = 3 ise (n) = (3) = 3Z dir.
e Eger n = -3 ise (n) = (—3) = 3Z dir.
e Eger n =9 ise (n) = (9) = 9Z dir.
e Eger n = —9ise (n) = (—9) = 9Z dir.

Dolayisiyla 97 ideali 3Z halkasinda maksimaldir. A

Teorem 8.1.8 R birimli ve degismeli bir halka olsun. R nin bir M idealinin maksimal
olmasu i¢in gerek ve yeter sart R/M nin bir cisim olmasidar.

Ornek 8.1.9 Z x Z halkasinda Z x 27 idealinin maksimal olup olmadigini aragtiralim.
R =7 x7Zve M =7 x 27 olsun. R halkas1 birimli ve degigsmelidir. Ayrica

R/M ={x+ M|z € R} ={(m,n)+ M| m, neZ}={(0,0)+ M, (0,1) + M}

olup R/M = Zs dir. Zs bir cisim oldugundan R/M halkas1 da bir cisimdir. Teorem 8.1.8
geregince Z x 27 ideali Z x 7Z halkasinda maksimaldir. A

8.2 Asal Idealler

Tanim 8.2.1 R degismeli bir halka, a, b € R ve a # 0 olsun. Egjer b = a - ¢ olacak
sekilde ¢ € R varsa a elemani b yi boler denir ve a | b ile gosterilir. Ayrica a ya b nin
bir boleni denir. Eger a, b yi bolmiyorsa bu durum atb ile gosterilir.

Tanim 8.2.2 R degismeli bir halka ve hepsi birden sifir olmayan ay, as, ..., ap € R
olsun. Eger heri=1,2,...,n i¢in d | a; olacak sekilde 0 # d € R varsa d ye bir ortak
bolen denir. Ayrica

(i) heri=1,2,...,n i¢in d | a;,
(il) heri=1,2,...,n i¢in c | a; olacak sekilde 0 # ¢ € R varsa c | d

sartlarine saglayan d € R ye a1, a2, ..., ap € R nin bir en biiyiikk ortak boleni ad:
verilir ve ebob(ay, ..., a,) ile gdsterilir.
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Tanim 8.2.3 R birimli ve degismeli bir halka, p € R olmak tizere eger
(i) p # 0 ve p tersinir degil,
(i) p | ab sartine saglayan her a, b € R i¢in p | a veya p | b

oluyorsa p ye R nin bir asal eleman1 denir.

Tanim 8.2.4 R degismeli bir halka ve R nin bir ideali P olsun. Eger her a, b € R
icin ab € P olmast a € P veya b € P olmasint gerektiriyorsa P ye R nin bir asal ideali
denir.

Ornek 8.2.5 Z halkasinda 3Z ve 47Z ideallerinin asal olup olmadigini aragtiralim.

1. a, b € Zigin ab € 3Z olsun. Bu durumda ab = 3k olacak gekilde k € Z vardir. Boylece
3 | ab olup 3 | a veya 3 | b elde edilir. Dolayisiyla a € 3Z veya b € 3Z dir. Bu sebeple
37 ideali Z nin bir asal idealdir.

2. 2-2 € 47 olmasima ragmen 2 ¢ 47 oldugundan 47 ideali Z nin bir asal ideali degildir.
A

Ornek 8.2.6 R=7Z xZ degismeli halkasinda P = 27 x 5Z idealinin asal olup olmadigini
aragtiralim. (2,1), (1,5) € R igin (2,1) - (1,5) = (2,5) € P olur. Fakat (2,1) ¢ P ve
(1,5) ¢ P oldugundan P ideali R nin bir asal ideali degildir. A

Teorem 8.2.7 R bir esas ideal bélgesi ve R nin sifirdan farkl bir 6z ideali P olsun. P
nin asal ideal olmasu i¢in gerek ve yeter sart P = (p) olacak sekilde p € R asal elemaninin
var olmasidir.

Teorem 8.2.8 Birimli ve degismeli bir halkada her maksimal ideal bir asal idealdir.
Teorem 8.2.8 in karsitinin dogru olmadig1 asagidaki ornekle goriillmektedir.

Ornek 8.2.9 Z x Z halkasmin I = Z x {0} idealini g6z 6niine alalim. I asal ideal olmasina
ragmen J = Z x 3Z ideali icin I & J & Z x Z dir. Dolayisiyla I ideali Z x Z halkasinda
maksimal degildir. A

Teorem 8.2.10 R bir esas ideal bolgesi olsun. R nin sifirdan farkly bir 6z idealinin asal
olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu idealin maksimal olmasidar.

Teorem 8.2.11 R birimli, degismeli bir halka ve R nin bir 6z ideali P olsun. P nin asal
ideal olmasu i¢in gerek ve yeter sart R/ P nin bir tamlik bélgesi olmasidar.

Ornek 8.2.12 (Zig, +,-) halkasin biitiin idealleri I = (0), I, = (9), I3 = (6), Iy = (3),
Is = (2), Iy = (1) dir. Ayrica Zig birimli ve degismeli bir halkadir. Zig/I4 = Zs ve
Zag/Is = 7y olup Z;g in biitiin asal idealleri I4, I dir. A
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