Bolim 9

Polinom Halkalar:

Bu boliimde birimli halkalar iizerine kurulmusg polinomlar halkasi ele alinacak ve bu halkanin
temel 6zellikleri incelenecektir.

9.1 Polinom Halkalar:

Tanim 9.1.1 R birimli bir halka, x bir belirsiz, n € N ve 0 < i < n i¢in a; € R olmak
uzere
f(2) = apz’ + ez’ + -+ + apa”

ifadesine R katsayilh x e gore bir polinom denir. 0 < i < n i¢in a; € R elemanlarina
f(x) polinomunun katsayilar: ve a;x* ye de f(x) polinomunun terimleri ade verilir. R
tzerinde x belirsizine gére bitin polinomlarin kimesi R[x] ile gdsterilir.

Tanim 9.1.2 R birimli bir halka, x bir belirsiz, n, m € N ve
f(z) = agz® + a1zl + - - + a,z" € R[z]

g9(x) = b2’ + b1z’ + - + bya™ € R[a]

olmak tizere eger her 0 <i € Z i¢in a; = b; ise f(x) ve g(x) polinomlar esittir denir ve
f(z) = g(x) ile gosterilir (i > n i¢in a; =0 ve i > m i¢in b; = 0 seklinde tanvmlanar).

Teorem 9.1.3 R birimli bir halka, x bir belirsiz ve n, m € N i¢in

f(@) = ap2x’ + a1z’ + -+ - + apa™ € R[z],

g(z) = bo’ + bz’ + -+ bpa™ € Rlz]
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i
olsun. k = maks{m,n} ve ¢; = Y a;bi—; olmak tizere

7=0
k .
f@)+g(x) = (ai+b)a’,
1=0
m—+n '
f@)-gla) =3
=0

seklinde tanvmly islemlerle (R[x], +,-) birimli bir halkadwr. Bu halkaya R dzerindeki poli-
nomlar halkasi denir. Eger R degismeli ise R|x| halkast da degismelidir.

Teorem 9.1.4 R birimli bir halka olmak tzere R[xz] polinomlar halkast R ye izomorf olan
bir althalka kapsar.

Tamim 9.1.5 R birimli bir halka ve f(x) = agx® + a1x! + - - + a,2™ € R[x] olsun. a;
katsaylarinin sifirdan farkl oldugu en biyik k tamsayisina f(x) polinomunun derecesi
denir ve derf(x) ile gésterilir. Eger her 0 < i < n i¢in a; = 0 ise f(x) polinomu-
nun derecesi —oo olarak tanamlanwr. ayp ya f(x) polinomunun baskatsayisi, ag a f(z)
polinomunun sabit terimi, R halkasimin elemanlarina da sabit polinomlar denir.

Ornek 9.1.6 f(z) = 22° 4+ 3z + 5, g(z) = 3z + 4 € Zg[z] polinomlar veriliyor. f(x)
polinomunun sabit terimi 5, bagkatsayis1 2 ve derf(z) = 3, g(x) polinomunun sabit terimi
4, bagkatsayis1 3 ve derg(z) = 1 dir. A

Asagidaki 6rnekten de goriilecegi gibi R[x| halkasinda keyfi f(z) ve g(x) polinomlari igin
der(f(z) - g(x)) =derf(xz)+derg(x) olmak zorunda degildir.

Ornek 9.1.7 Ornek 9.1.6 da verilen f(x) ve g(z) polinomlarimi goz éniine alahm. Bu
durumda der f(z)+derg(z) = 3 + 1 = 4 olmasina ragmen f(z) - g(z) = 223 + 322 + 3z + 2
olup der(f(z) - g(x)) = 3 tir. A

Teorem 9.1.8 R bir tamlik bélgesi ve 0 # f(x),0 # g(x) € Rlz| olsun. Bu durumda
der(f(x) - g(z)) = derf(z) + derg(z) dir.

Teorem 9.1.9 R birimli bir halka olsun. R[z] halkasinin tamlik bolgesi olmasy igin gerek
ve yeter sart R nin bir tambhk bolgesi olmasidar.

Ornek 9.1.10 F bir cisim olsun. F[z] polinomlar halkasinda garpimsal tersi olan elemanlar

sadece sifir polinomundan farkli olan sabit polinomlar oldugundan F'[z] bir cisim degildir.
A
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Ornek 9.1.11 Z, [x] polinomlar halkasinda derecesi 2 olan biitiin polinomlar:1 belirleyelim.
f(x) = ag + a1z + aga® € Zo[x]

olsun. derf(z) = 2 oldugundan as # 0 olmak zorundadir. Bu sebeple ay = 1 dir. ag ve a1
katsayilar i¢in 2 farkl se¢im sz konusu olup f(x) polinomu 2-2 = 4 farklh gekilde secilebilir.
Bu polinomlar f(z) = 22, f(z) =1+ 22, f(z) = 2 + 22, f(z) =1 + 2 + 22 dir. A

Ornek 9.1.12 Z[z] halkasinda I = {f(x) € Z[z] : f(0) = 5k, k € Z} kitmesinin bir ideal
olup olmadigimi arastiralim.

(1) I C Z[z] oldugu agiktur.
(2) x+5 € I oldugundan I # () dir.

(3) f(x), g(x) € I olsun. Bu durumda f(0) = 5ky ve g(0) = 5ko olacak sekilde kq, ko € Z
vardir. f(0)—g(0) = 5k1—bka = 5k olacak sekilde k € Z var oldugundan f(x)—g(z) €
I dir.

(4) f(z) € I ve g(x) € Z[z] olsun. f(x) = 5k + a1z + agx? + -+ + a,a" ve g(x) =
bo+bix+ -+ bypx™ olmak tizere, f(x)g(x) = g(z) f(x )—5kbg—i— s+ A by T dir.
Bu durumda f(0)g(0) = ¢(0)f(0) = 5(kbg) olacak sekilde kby € Z var oldugundan

f(@)g(x), g(x)f(x) €I dir.
Dolayisiyla I kiimesi Z[z] in bir idealidir. A

Ornek 9.1.13 Z[z] polinomlar halkasinda (x—2) idealinin maksimal ve asal olup olmadigini
aragtiralim. ¢ : Z[z] — Z, ¢(f(z)) = f(2) seklinde tanimlanan ¢ bir halka homomorfiz-

masidir ve
Kerg = {f(x) € Zz]| ¢(f(x)) = 0}

= {f(x) € Z[z]| f(2) =0}

= {(@=2)g(x)| g(x) € Z[x]}

= (z-2)
dir. k € Z igin f(z) = k sabit polinomu alindiginda f(z) € Z[z] ve ¢(f(z)) = k oldugundan
¢ ortendir. Yani Im¢ = Z ve ¢ bir epimorfizmadir. Birinci Izomorfizma Teoremi geregince
Z[z]/Ker¢ = Z dir. Z[z] birimli ve degismeli bir halka olup Z bir cisim olmadigindan (z —2)
bir maksimal ideal degildir, fakat Z bir tamlik bolgesi oldugundan (x — 2) ideali asaldir. A
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