Bolum 11

Tamlik Bolgelerinde Carpanlara
Ayirma

Bu boliimde polinomlarin sifirlar: ve indirgenmez polinom kavramlar: tamimlanacaktir. Ayrica
tek tiirlii carpanlara ayirma bolgeleri ile Euclid bolgeleri ele alinacak bu bolgeler arasindaki
iligkiler incelenecektir. Bu béliimde F' bir cisim olarak alinacaktir.

11.1 Polinomlar Halkasinda Carpanlara Ayirma

Tanim 11.1.1 f(z) = ag + a17 + a2x? + - - + a,2™ € Flz] olsun. c € F icin
g:F—=F, glc)=ap+arc+ -+ anc”

seklinde tamimly fonksiyona bir polinom fonksiyonu denir.

Tanim 11.1.2 ¢ € F olmak iizere o.(f(z)) = f(c) ile tanuml o : F|x] — F fonksiyonu
bir epimorfizmadir ve bu epimorfizmaya deger epimorfizmasi adr verilir.

Tanim 11.1.3 f(z) = ag + a1z + aga® + - + a,z™ € F[z] olsun. Eger bir ¢ € F igin
f(e) =0 oluyorsa c ye f(x) polinomunun bir sifir1 denir.

Ornek 11.1.4 f(z) = 22 + 1 € Zs[z] polinomu icin f(2) = 2> + 1 = 0 oldugundan f(z)
polinomunun bir sifir1 2 dir. A

Teorem 11.1.5 (Kalan Teoremi) f(z) € Flx] ve ¢ € F olsun. Bu durumda f(x)
polinomunun = — ¢ ye boliminden kalan f(c) dir.

Teorem 11.1.6 (Carpan Teoremi) f(z) € Flz] ve c € F olsun. x — ¢ | f(z) olmasi i¢in
gerek ve yeter sart f(c) = 0 olmasidar.
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Ornek 11.1.7 f(z) = 2 + az? 4+ 4z + 6 € Z;[z] polinomunun bir carpanmmn z + 3
olmast igin @ nin ne olmas gerektigini bulahm. Eger z + 3, f(z) in bir ¢arpani ise f(4) =
64+ 16a + 16+ 6 = 0 ve buradan 2a +2 = 0 olup 2a = —2 = 5 tir. Dolayisiyla @ = 6 dir. A

Teorem 11.1.8 f(x) € F[z] derecesi n, baskatsayist a olan bir polinom olsun. Eger f(x)
polinomunun F cismi icerisinde n tane farkly sifiry ¢, co, -+, ¢y ise

flx) =alz —cr)(x —c2) - (2 —cn)
seklinde yazilabilir.

Sonucg 11.1.9 n € Z*1 olmak dizere F cismi tizerinde derecesi n olan bir polinomun F
cismi icerisinde en fazla n tane farkly sifiry vardar.

indirgenmez Eleman ve indirgenmez Polinom

Tanim 11.1.10 R birimli ve degismeli bir halka, a, b, c € R olmak tzere eger
(1) ¢ # 0 ve ¢ tersinir degil,

(2) ¢ =ab iken a ya da b tersinir

ise ¢ ye R de bir indirgenmez eleman denir.

Ornek 11.1.11 Zjo halkasinda 2 elemani asal olmasima ragmen indirgenmez degildir. A

Teorem 11.1.12 R bir tamlik bolgesi olsun. Bu durumda R nin her asal elemans indirgen-
mezdir.

Teorem 11.1.13 R bir esas ideal bolgesi ve p € R olsun. p nin asal olmas i¢in gerek ve
yeter sart p nin indirgenmez olmasidar.

Tanim 11.1.14 R birimli bir halka, x bir belirsiz, n pozitif bir tamsayr olmak tzere
f(z) € Rlx] sabit olmayan bir polinom olsun. Eger f(x) = g(x) - h(z) sartim saglayan
her g(x),h(z) € R[x] i¢in g(x) ya da h(x) tersinir ise f(x) polinomuna R izerinde (ya
da R[z] iginde) bir indirgenmez polinom denir.

Ornek 11.1.15 p(z) = 244z € Z[z] polinomunu goz éniine alalim. p(z) = 2+4x = 2(z+2)
yaziliginda garpanlarin her ikisi de Z[z] iginde tersinir olmadigindan verilen polinom Z de
indirgenmez degildir. Fakat p(z) = 24 4z = 2(x 4 2) yazihginda 2 tersinir oldugundan p(x)
polinomu Q[z] iginde indirgenmezdir. A
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Uyar1 11.1.16 Katsayilar1 bir F' cisminden alinan sifirdan farkli birinci dereceden her
polinom F' {izerinde indirgenmezdir. ¢

Ornek 11.1.17 f(z) = 2* + 1 € Q[z] polinomunu goz éniine alalim.
41 =22+ V2 +1)(2® - V2 +1)

oldugundan f(z) polinomu Q da indirgenmez olmasina ragmen R de indirgenebilirdir. A

Ornek 11.1.18 f(x) = 2% + 1 polinomunu goz 6niine alalim.
2241 = (z—d)(x+1i)

oldugundan f(x) polinomu C de indirgenebilir olmasina ragmen R de ve Q da indirgen-
mezdir. A

Teorem 11.1.19 f(x) € F[z]| polinomunun derecesi 2 ya da 3 olsun. Bu durumda f(x)
in F dzerinde indirgenmez olmasu igin gerek ve yeter sart f(z) in F cismi i¢inde bir sifira
sahip olmamasidar.

Ornek 11.1.20 f(z) = 2* 4 22 + 1 € Q[z] polinomunu gbz éniine alalm. f(x) polinomu
et 222 1= (22 +1)(2® +1)

seklinde yazlabilir. Dolayisiyla f(x) polinomu Q i¢inde bir sifira sahip olmamasina ragmen
Q[z] iginde indirgenebilirdir. A

Ornek 11.1.21 Zs iizerinde indirgenmez ve derecesi 2 olan biitiin monik polinomlar:
belirleyelim. Aradigimiz polinomlarin derecesi 2 oldugundan Teorem 11.1.19 geregince bu
polinomlarin Zj lizerinde indirgenmez olmalar1 icin gerek ve yeter sart bu polinomlarin Zs
icerisinde bir sifira sahip olmamasidir. Bu sebeple aradigimiz polinomlar 2% 4+ 1, 22 4+ 2 +
2, x? 4 2 + 2 seklindedir. A

Teorem 11.1.22 p(x) € F[z] indirgenmez bir polinom olmak izere eger p(z) | f(x)g(x)
ise p(x) | £(z) veya p(e) | g(a) dir.

Sonug 11.1.23 p(z) € F[z] indirgenmez bir polinom olmak tzere eger p(z) | fi(x)fa(x) -+ fu(z)
ise en az bir 1 <i <mn igin p(z) | fi(z) dir.

Teorem 11.1.24 (Tek Tiirlii Carpanlara Ayirma Teoremi) F' cismi tzerinde pozitif
dereceli her polinom, bu polinomun baskatsayisi ile F' cismi dizerinde sonlu sayida monik
indirgenmez polinomun carpima olarak yazilabilir. Bu ¢arpym carpanlarin sirasy farkyla bir
tektir.
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Ornek 11.1.25 f(z) = 22* + 2% + 322 + 22 + 4 € Zs[z] veriliyor. f(0) =4, f(I) =2,
f(2)=0, f(3) =1, f(4) =1 oldugundan 2, f(x) in bir sifiridir. Carpan Teoremi geregince,
f(z) in bir boleni x—2 dir. Bu nedenle f(x) = (x—2)g(x) olacak bigimde g(v) = 223+3x+3
polinomu elde edilir. ¢(0) =3, g(1) =3, ¢(2) = 0 oldugundan 2, g(z) in bir sifindir. Bu
nedenle g(z) = (z — 2)h(z) olacak bicimde h(x) = 222 + 4z + T polinomu vardir. Fakat bu
polinomun Zs igerisinde sifir1 yoktur. h(z) in derecesi 2 oldugundan h(x) indirgenmezdir.
Ayrica,

flz) = (z —2)(22% + 4z + 1)
222 4+ 4z +1)
(x 2)2(x? 4+ 2z + 3)

(z +3)%(2? + 22 + 3)

-2)
—2)

|

dir. Boylece f(x) polinomu bagkatsayis1 2 ile sonlu sayida monik indirgenmez polinomun
¢arpimi biciminde ifade edilmig olur. A

11.2 Tek Tiirlii Carpanlara Ayirma Bolgesi (TCAB)

Tanim 11.2.1 D bir tambk bolgesi ve a, b € D olsun. Eger a = bu olacak sekilde
u € U(D) varsa a ve b ye bagdasiktir denir.

Tanim 11.2.2 D bir tamlik bolgesi olsun. Eger

(1) D nin sifirdan farkl tersinir olmayan her a elemans D nin indirgenmez eleman-
larvman bir ¢arpuma ise yani a = py*---piv olacak sekilde p; € D (1 < i < r)
indirgenmez elemanlar, ve n; € Z var ve

(2) a=pit---pim =qi"" - q", herhangi iki p; ve herhangi iki q; bagdasik olmayacak
sekilde p;, qj (1 <i<r, 1<j <s) indirgenmez elemanlars ve n;, m; € Z" varsa,
o zaman r = s, n; = m; ve p;, yalniz bir q; ile bagdasik

ise D ye bir tek tiirlii garpanlara ayirma bolgesi (TCAB) denir.

Ornek 11.2.3 Z ve Z[z] halkalar1 TCAB dir.

Teorem 11.2.4 Her esas ideal bolgesi bir TCAB dir.

Sonug 11.2.5 Bir F cismi i¢in Fx] bir TCAB dir.
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Euclid Fonksiyonu ve Euclid Bolgesi

Tanim 11.2.6 D bir tamhk bolgesi ve d : D\ {0} — (Z* U {0}) bir fonksiyon olsun.
Eger

(1) hera, b€ D\ {0} i¢in d(a) < d(ab),

(2) egera, be D, b#0isea=>bqg+r; r=0 veya d(r) < d(b) olacak sekilde q, r € D
vardwr

sartlary saglanwyorsa D ye bir Euclid bolgesi ve d ye de bir Euclid fonksiyonu denir.

Ornek 11.2.7 Z halkas: d(a) = |a| ile tanimli d fonksiyonu ile bir Euclid bolgesidir. A

Ornek 11.2.8 F bir cisim olmak iizere F[z] polinomlar halkasi d(f(z)) = derf(z) ile
tamimli d fonksiyonu ile bir Euclid bélgesidir. A

Ornek 11.2.9 Z[i] = {a + bi| a, b € Z} Gauss tamsayilar halkasi d(a + bi) = a® + b? ile
tanimli d fonksiyonu ile bir Euclid bolgesidir. A

Teorem 11.2.10 Her Euclid bolgesi bir esas ideal bélgesidir.

Sonug 11.2.11 Her Euclid bolgesi bir TCAB dir.
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