Bolim 10

Polinomlarda Bolunebilme

Bu boliimde polinomlar halkasinda boéliinebilme, béliim algoritmasi ve en biiyiik ortak bolen
kavramlar: tanimlanacaktir. Ayrica bu boliimde F' bir cisim olarak kabul edilecektir.

10.1 Polinomlarda Bolunebilme

Tanim 10.1.1 f(z), g(z) € Flx] olmak dzere ejer g(x) = f(x)h(z) olacak bigimde
h(z) € F|x] varsa f(z), g(z) i boler veya ¢g(x), f(x) ile bolunir denir ve f(z) | g(x)
ile gasterilir. Bu durumda g(x) polinomuna f(x) in bir kat1, f(x) polinomuna da g(x)
in bir boleni adev verilir.

Onerme 10.1.2 F cisminin sifirdan farkl elemanlarinin iki énemli 6zelligi vardur:
(1) 0#a € F her f(z) € Flz| polinomunun bir bélenidir.
(2) Eger f(x)|g(z) ise 0 # a € F igin af(zx) | g(z) dir.
Teorem 10.1.3 (Polinomlar I¢in B6liim Algoritmasi) f(z), g(z) € F[z] ve f(z) # 0

olsun. Bu durumda g(x) = f(x)q(z)+r(x), r(z) = 0 veya derr(x) < derf(x) olacak bigimde
tek tirli q(x), r(z) € Flz| varder.

Ornek 10.1.4 Zs[x] polinomlar halkasmda 3z* + 2® + 222 4+ 1 ve 22 + 4z + 2 polinomlar
i¢in boliim algoritmasini uygularsak

Bat +a? + 222 + 1= (2 + 42 +2)(32? + dx) + 22 + 1

elde edilir. A
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10.2 Polinomlar Halkasinda En Biiyiik Ortak Bolen

‘Tamm 10.2.1 Baskatsayisy 1 olan bir polinoma monik polinom adv verilir.

Tanim 10.2.2 (En Biiyiik Ortak Boélen) 0 # f(z),0 # g(x) € F[x] olsun. Bir
d(x) € F[z] igin

(1) d(=)
(2) d(z) | f(2) ve d(z) | g(x),
(3) h(x) | f(x) ve h(z) | g(x) iken h(z) | d(z)

(x) monik,

saglanwyorsa d(x) polinomuna f(x) ile g(x) polinomlarinin en biiyiik ortak boleni denir
ve d(z) = ebob(f(x),g(x)) ile gosterilir.

Teorem 10.2.3 0 # f(x),0 # g(z) € Flx] olsun. Bu durumda f(z) ile g(x) in en biyik
ortak boleni d(x) vardwr ve tektir. Ayrica

d(x) = f(z)s(x) + g(z)t(z)
olacak sekilde s(x), t(x) € Flx] polinomlary varder.

Ornek 10.2.4 Z7[z] halkasinda f(x) = 32° 4 522 4 6z ve g(x) = 4a* 4 22° 4 622 + 4z +
5 polinomlarmin en biiyiik ortak boélenini bulalim. Boliim Algoritmasmin ardigik olarak
uygulanmasiyla

g(z) = f(x)(6x) + 52* +4x +5

f(x) = (52? +4x +5)2r +5) + 4z +3

5x? +4x+5 = (dv+3)(3z +4)
elde edilir. En biiytiik ortak bolenin monik olmasi geregince

dz) = 1 'dz+3)

= 2(4x +3)
= z+6
en biiyiik ortak bolendir. Diger taraftan
4+ 3 = f(a:)—(ng—i—Zx—i—i)(?mj—i)i
= f(z) = lg(x) — f(x)(62)](2z +5)
= f(z) —g(z)(2z +5) + f(x)£5x2 +2x)
= f(z)(B52? + 220 +1) + g(x)(5z + 2)
3w +3) = F@EG+2e+1)] +g@)2(Gz + )
r+6 = f(2)3z*+42+2) + g(x)(3x + 4)
(

oldugundan s(x) = 322 + 4x + 2 ve t(x) = 3x + 4 seklindedir. A
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Tanim 10.2.5 0 # f(x),0 # g(x) € Flz] olsun. Eger ebob(f(x),g(x)) =1 ise f(x) ile
g(z) polinomlar aralarinda asaldir denir.

Ornek 10.2.6 Zz[z] halkasinda f(z) = 322 + 2 ve g(z) = 42* + 2% + 622 + 42 + 5
polinomlarini goz 6niine alalim. ebob(f(x), g(x)) = 1 oldugundan f(x) ve g(x) polinomlar:

aralarinda asaldir. A

Teorem 10.2.7 F cismi dzerinde f(x) ve g(x) aralarnda asal polinomlar olsun. Eger

f(@) | g(x)h(z) ise f(z) | h(z) dir.
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