Bolum 12

Polinomlarm Sifirlar: ve
Indirgenmezligi

Bu boliimde kompleks, reel, rasyonel ve tamsay1 katsayili polinomlarin sifirlarini bulma ve
indirgenmezliklerini aragtirma ile ilgili 6nemli ve etkili baz1 kriterler verilecektir.

12.1 Kompleks ve Reel Katsayil1 Polinomlarin Sifirlari

Teorem 12.1.1 (Cebirin Temel Teoremi) Kompleks katsayili, pozitif dereceli her poli-
nom en az bir kompleks sifira sahiptir.

Teorem 12.1.2 f(x) € Clz] polinomunun derecesi n € Z* ve baskatsayist a olsun. Eger
f(x) polinomunun C igerisinde n tane farkl sifirs c1, ca,..., ¢, ise

f@)=alz —c)(z—c2) - (z —cn)
dir.
Uyar1 12.1.3

(1) Teorem 12.1.2 de i = 1,2,--- ,n i¢in ¢; ler birbirinden farklh olmak zorunda degildir.
Eger bazi ¢; ler ortak ise bu durumda,

f(@) =alz =)™ (& =)™ - (x =)™

seklinde yazilabilir. Bu sebeple kompleks katsayili indirgenmez polinomlar birinci
dereceden polinomlardir.

(2) f(x) ikinci dereceden reel katsayili bir polinom olsun. Bu durumda f(z) = az?+bz+c

(=b+ Vb? — 4ac)

2a

olacak sekilde a, b, ¢ € R vardir. Bu polinomun biitiin sifirlar1 r; =

(—=b — Vb* — 4ac)

ve ry = seklindedir. f(z) in R {izerinde indirgenmez olmasi igin

a
gerek ve yeter kosul b — 4ac < 0 olmasidir.
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¢

Tamim 12.1.4 FE ve F iki cisim, F C E olsun. a € E i¢in f(a) = 0 olacak sekilde bir
f(z) € Flx] bulunabiliyorsa o zaman a ya F tzerinde cebirseldir, aksi taktirde a ya F
tizerinde transandantdir denir. Ayrica, E tizerindeki her polinomun E icerisinde bir
sifiry varsa o zaman E ye cebirsel kapalidir denir.

Ornek 12.1.5

(1) Cebirin Temel Teoremi geregince C cebirsel kapalidir.
(2) z=a+1ib e Cigin

fx) = (z—(a+ib))(x — (a—1b))
= 22— 2ax + (a® +b?)

oldugundan f(z) reel katsayili bir polinomdur ve f(z) = 0 dir. Bu sebeple z kompleks

sayisit R cismi iizerinde cebirseldir. A

Teorem 12.1.6 f(z) € R[z] olmak iizere eger f(x) in bir kompleks sifirs z ise Z de f(x)
i bir syfirvdar.

Ornek 12.1.7 f(z) = 2* — 223 + 622 — 8z + 8 polinomunun bir sifirmmn 1 — i oldugu
biliniyor. f(z) in diger sifirlarin1 bulalim. Verilen polinom reel katsayil oldugundan 1 — ¢
nin eslenigi 1 + ¢ de bu polinomun bir sifiridir. Bu nedenle

(z—(1—0)(r—(1+4) =2* -2z +2
polinomu f(z) in bir ¢arpanidir. Boliim algoritmasindan
f(z) = (2% — 22 +2)(2® + 4)
olup f(x) in diger sifirlar1 2i ve —2i dir. A
Teorem 12.1.8 (R Uzerinde Carpanlara Ayirma) Reel katsayli, pozitif dereceli her

polinom bu polinomun baskatsaiyist ile derecesi 1 ya da 2 olan sonlu sayida monik indirgen-
mez polinomun ¢arpima olarak yazilabilir.
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12.2 Rasyonel ve Tamsay1 Katsayili Polinomlarin Sifirlari
Teorem 12.2.1 f(z) = ap+a1x+---+apa" € Z[z] ve ebob(p,q) = 1 olmak dizere f(x) in

bir rasyonel sifiry P olsun. Bu durumda p | ag ve q|ay, dir.
q

Ornek 12.2.2 f(z) = 2z* — 523 + 322 4 42 — 6 € Z[z] polinomunun rasyonel sifirlarim
bulalim. Teorem 12.2.1 geregince p | 6 ise p = +1,+2, 43,46 ve ¢ | 2 ise ¢ = £1,+2 olup
f(x) in rasyonel sifir adaylar1

1
+5, 1, i%, +2, +£3, +6

1 15 3
seklindedir. f(i) =7 f(1) =-2, f(§) = 0 oldugundan
3
flx)=(z— 5)(2@"3 — 222 +4) = (22 - 3)(z® — 22 +2)
elde edilir. g(z) = 2 — 22 + 2 ise, g(z) in rasyonel sifirlar1 £1, £2 olabilir. g(—1) = 0 olup
g(x) = (x +1)(2* — 22 + 2)

elde edilir. h(z) = 2? — 2z + 2 polinomu i¢in A = b — 4ac < 0 oldugundan h(zx) in rasyonel
sifir1 yoktur. Sonug olarak f(x) = 22* — 523 + 322 + 42 — 6 polinomunun rasyonel sifirlar:

3
5 Ve —1 dir. A
Tanim 12.2.3 f(z) = ap+a1z+- - -+anz™ € Zlz| olmak tizere eger ebob(ap, ar,- -+ ,an) =

1 ise f(z) polinomuna bir ilkel polinom denir.

Teorem 12.2.4 Eger g(x) ve h(x) ilkel polinomlar ise g(x)h(x) de bir ilkel polinomdur.

Teorem 12.2.5 (Gauss Lemma) f(x) bir ilkel polinom olmak tizere eger f(x) = g(x)h(z)
olacak sekilde pozitif dereceli g(x), h(x) € Q[z]| polinomlar: varsa f(x) = G(xz)H (x) olacak
sekilde pozitif dereceli G(x), H(x) € Z[z] polinomlar: vardar.

Sonug 12.2.6 f(x) € Zx] ilkel polinomu Q dzerinde indirgenebilir ise Z fzerinde de
indirgenebilirdir.

Ornek 12.2.7 f(z) = 622 +x —2 € Z[z] polinomu Q[z] i¢inde f(z) = (3z —3/2)(2z+4/3)
seklinde garpanlarina ayirilir. Gauss Lemma’nin ispatinda izlenen yol yardimiyla f(z) =
(2z — 1)(3z + 2) ayrisimi elde edilir. A
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Tamsay1 Katsayili Polinomlar igin indirgenmezlik Kriterleri

Teorem 12.2.8 (Mod p Indirgenmezlik Kriteri) f(z) = ap + a12 + - - - + anz™ € Z[z]
ve derf(x) > 1 olsun. Ejer f(z) = @y + a1z + -+ + @pa™ € Zy[z] polinomu Z, iizerinde
indirgenmez ve derf(z) = derf(x) olacak sekilde bir p asal varsa f(z) polinomu Q tizerinde
indirgenmezdir.

Ornek 12.2.9 f(z) = 523 — 22+ 1 € Q[z] polinomunu gz éniine alalm. Bu durumda
14-f(z) = fi(z) = 1023 —Tx+14 olur. Zs[z] halkasinda fi(z) = 2®—x+2 polinomu bir sifira
sahip olmadigindan fi(x) polinomu Z3 iizerinde indirgenmezdir. Mod p Indirgenmezlik
Kriteri geregince 14 - f(z) polinomu Q iizerinde indirgenmezdir. Fakat Q i¢inde 14 tersinir
oldugundan f(z) polinomu Q iizerinde indirgenmezdir. A

Teorem 12.2.10 (Eisenstein Indirgenmezlik Kriteri) f(z) = ag+ a1+ - - + anz™ €
Z[x) ve n € ZF olsun. Eger p | ao, p|ai,..., p| an_1 fakat p{a, ve p* 1 ag olacak sekilde
bir p asal sayisy varsa f(x) polinomu Q tzerinde indirgenmezdir.

Ornek 12.2.11 f(z) = 72* + 2522 — 152 + 10 € Z[z] polinomunu gbz oéniine alalim.
p = 5 asal says1 icin p | 10, p | =15, p | 25 fakat p 1 7 ve p? { 10 oldugundan Eisenstein
Indirgenmezlik Kriteri geregince f (z) polinomu Q iizerinde indirgenmezdir. Bu sebeple
verilen polinomun rasyonel sifir1 yoktur. A

Ornek 12.2.12 f(z) = 102% — 102° — 272* + 3923 — 122® + 62 — 6 € Z[z] polinomunun
biittin rasyonel sifirlarin1 bulalim. Teorem 12.2.1 geregince verilen polinom igin rasyonel
sifir adaylarimin kiimesi

1 1 1 2 3 3 3 6

(£1, £, £, £—, +2, £, £3, £, £ £ 16, +-}

2 5 10 5 2 5 10 5
seklindedir. f(1) = 0 olup f(z) polinomu (z — 1) carpanina boliindiigiinde béliim g(z) =
102 — 2723 + 1222 4 6 seklindedir. p = 3 almirsa bu polinom Eisenstein Indirgenmezlik
Kriteri geregince Q da indirgenmezdir. Bu sebeple f(x) in rasyonel sifir1 sadece 1 olur. A
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