MAT302 CEBIR II FINAL SORULARI ve COZUMLERI

1. (a) Q rasyonel sayilar halkasinin biitiin ideallerini belirleyiniz.
COZUM : Q rasyonel sayilar halkas: bir cisimdir. Bir cismin yegane idealleri {0} ve

kendisi oldugundan Q rasyonel sayilar halkasinin biitiin idealleri {0} ve Q dur.
(b) R = { [ Z Z ] | a,b,c,d € Zg} kiimesinin matrislerin bilinen toplama ve garpma
islemlerine gore bir halka oldugu biliniyor. R halkasinin karakteristigini belirleyiniz.

QOZUM : R halkasinin ¢arpma iglemine gore birim elemanininin 7 1 oldugu

2. (a) f(r) = a®+152% + 102 + 5 polinomu Z[z] polinomlar halkasinda indirgenmez midir?
Aragtiriiz.
COZUM : p = 5 asal icin 5 | 5,5 | 10, 5 | 15, fakat 5 f 1 ve 52 { 5 sartlan
saglandigindan verilen f(x) polinomu Eisenstein indirgenmezlik Kriteri geregince
Q[z] polinomlar halkasinda indirgenmezdir. Boylece Z[x] polinomlar halkasinda da
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kolayca gosterilebilir. Diger taraftan 3 [ 8 ] oldugundan R halkasinin

i

karakteristigi 3 tur.

indirgenmezdir.
(b) Q/Z boliim halkas: sifir bolensiz midir? Aragtirimz.
N 3 2 3 2 6
COZUM : §+Z, §+Z € Q/Z igin (§+Z)(§+Z) = é—l-Z =147 = 0+ Z olmas:

sebebiyle Q/Z boliim halkasi sifir bélenlere sahiptir.
3. f(z) =2? +4x + 3, g(z) = 2° + 3z + 1 € Zs[z] polinomlar veriliyor.

(a) d(z) = ebob(f(x),g(x)) polinomunu belirleyiniz.
COZUM : Verilen polinomlara Euclid algoritmas: uygulamrsa
g(x) = flz)(z+1)+2+3
fl@)=(x+3)(z+1)
elde edilir. 2 + 3 monik oldugundan ebob(f(z), g(x)) = x + 3 tir.
(b) d(z) = f(x)s(z) + g(z)t(x) olacak sekilde s(z) ve t(x) polinomlarini belirleyiniz.
COZUM : (a) da verilen esitlikler yardimiyla  + 3 = g(z).1 + f(x)(4x + 4) esitligi
elde edilir. Bu sebeple s(z) = 4z + 4 ve t(x) = 1 olur.

4. (a) R bir halka ve x € R olsun. Eger x = xyx olacak sekilde y € R varsa z e regiiler
eleman adi verilir. Z tamsayilar halkasinin biitiin regiiler elemanlarini belirleyiniz.
QOZUM : x € Z regiiler bir eleman olsun. Bu durumda x = zyx olacak gekilde
y € Z vardir. Boylece x(1—yz) = 0 dir. Z tamsayilar halkas: sifir bélensiz oldugundan
x = 0 veya yx = 1 elde edilir. Dolayisiyla Z tamsayilar halkasinin biitiin regiiler
elemanlar1 —1,0, 1 dir.

(b) R birimli ve degismeli bir halka olsun. R halkasimin biitiin maksimal ideallerinin
kesigimine R nin radikali adi verilir. Z;5 halkasinin radikalini belirleyiniz.



QOZUM : Z15 halkasmin idealleri

<1>
<3> <5>
<0>

seklindedir. Diyagramdan da goriildiigii gibi Z15 halkasinin maksimal idealleri < 3 > ve
< 5> dir. Bu sebeple Z5 halkasinin radikali < 3 >N <5 >=< 0 > dur.



