
SAYIM İSTATİSTİĞİ VE HATA TAHMİNİ

Prof. Dr. Doğan BOR

Konu 11



Ölçüm Hataları

Basit hatalar: ????

Sistematik Hatalar : Standartların kullanılması

Tesadüfi Hatalar: 

•Ölçülen büyüklüğün doğasından

•Ölçülen sistemin fiziksel sınırlamalarından

•Ölçümlerin tekrarlanmasında ki doğruluk



Ölçüm Hataları

Doğruluk

Kesinlik



BİLGİLERİN KARAKTERİZASYONU

N tane bağımsız ölçümünün yapıldığını kabul edelim.

x1, x3, x4, … xi …….xn

Ortalama

Ağırlıklı ortalama



ORTALAMA (MEAN) VE MEDYAN
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Çoğu zaman bilgilerin temsil edilmesi ona karşı 
gelen frekans dağılım fonksiyonu F(x)  ile yapılır

BİLGİLERİN KARAKTERİZASYONU



Bilgi Frekans Dağılım Fonksiyonu

8 14 F(3)= 1/20 = 0.05

5 8 F(4)= 0.00

12 8 F(5)= 0.05

10 3 F(6)= 0.10

13 9 F(7)= 0.10

7 12 F(8)= 0.20

9 6 F(9)= 0.10

10 10 F(10)= 0.15

6 8 F(11)= 0.05

11 7 F(12)= 0.10

F(13)= 0.05

F(14)= 0.05

Deneysel Ortalama =  8.8
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FREKANS  DAĞILIM FONKSİYONU



Tablodaki bilgiler için dağılım fonksiyonu

8 için 4/20 = 0.2

10 için 3/20 = 0.15

FREKANS  DAĞILIM FONKSİYONU



İKİ FARKLI BİLGİ DİZİSİ İÇİN DAĞILIM FONKSİYONLARI



Herhangi bir dağılımın ortalaması basitçe onun ilk momenti olduğuna göre bilgi
dağılım fonksiyonu kullanılarak deneysel ortalama hesaplanabilir.

Bir bilgi noktasının ortalama değerden ne kadar farklı olduğunu gösteren sapma,

Örnek variyans (S2),

S2 terimi orijinal bilgi dizisindeki doğal dalgalanmaların derecesini gösteren tek bir
indeks olarak kullanılmaktadır.
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FREKANS  DAĞILIM FONKSİYONU



Tablodaki bilgilerin çizimi εi ve εi
2 ’ye karşı gelen değerler 

εi
2



Deneysel bilgilerin organizasyonu :

1. Tüm bilgi dizileri frekans dağılım fonksiyonları ile tanımlanabilir.

2. Bu frekans dağılım fonksiyonunun iki önemli özelliği; deneysel ortalama ve
örnek variyanstır.

Deneysel ortalama dağılımın merkezlendiği değer,
örnek variyans ise dağılımın genişliği ya da bilgideki
doğal dalgalanmaların miktarıdır.

SONUÇ



DENEME VE TANIMLANAN BAŞARILAR

Deneme Tanımlanan Başarı Başarı Oranı(P)

- Para Atma Kura 1/2

- Zar Atma Altı 1/6

- t zamanı için radyoaktif bir
çekirdeğin gözlenmesi

Gözlem sırasında parçalanan
çekirdek sayısı

1 - e-t



Binom Dağılımı: En genel model olup sabit - P işlemlerinin hepsine uygulanabilir.

Poisson Dağılımı: Bu model başarı olasılığı P’nin küçük olması durumunda binom
dağılımının matematik olarak basitleştirilmesidir.

Gauss veya Normal Dağılım: Eğer başarıların ortalama sayısı rölatif olarak büyükse
(20 veya 30'dan büyük) yine binom dağılımının daha da basitleştirilmesinden elde
edilir.

İSTATİSTİKSEL MODELLER



Eğer n denemelerin sayısı ve p her denemenin başarı olasılığı ise, tam olarak
x başarısının sayılması olasılığının önceden tahmin edilmesi aşağıdaki gibi
verilir.

BİNOM DAĞILIMI
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: Varyans

: Standart sapma



BİNOM DAĞILIMI

X P(x)
0 0.00002
1 0.00034
2 0.00305
3 0.01626
4 0.05690
5 0.13656
6 0.22761
7 0.26012
8 0.19509
9 0.08671

10 0.01734

P= 4/6 ve n=10 parametreleri için 10 atıştan 8 tanesinde 3,4,5,6 gelme olasılığı 
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Zar atışında 3,4,5 ve 6’ nın gelme olasılığı başarı olarak kabul edilirse ;

(10 atıştan 6 tanesinin 3,4,5,6 gelme olasılığı 0.22, 10 atıştan hepsinin 3,4,5,6 gelme olasılığı 0.017 dir)



POİSSON DAĞILIMI
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Denemelerin sayısı (n) sonsuz ve olasılığın ortaya çıkmasının çok düşük olduğu
(p<< 1) bu dağılım kullanılır.



• Poisson dağılımı da normalize edilebilir.

• Dağılımın ortalama değeri ya da ilk momenti hesaplanabilir.

Bu sonuç Binom ile aynıdır ancak dağılımın tahmin edilen variyansı farklıdır.
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POİSSON DAĞILIMININ BAZI ÖZELLİKLERİ

Varyans :

Standart sapma :



X = 2

= 25

= 100

X 

X 

Olayların sayısı
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ÜÇ FARKLI ORTALAMA DEĞER İÇİN  POİSSON DAĞILIMI



SORU: Radyoaktif bir kaynaktan salınan fotonların verdiği ortalama 
sayım dakikada 20  se, ikinci ölçümde dakikada 18 sayım alma olasılığı nedir ?

P(18) = [2018 x e-20 ] / 18!

P(18) = 0.084 = %84

Yapılacak 10 000 ölçümden 844 tanesi dakikada 18 sayım verecektir

ÖRNEK



GAUSS YA DA NORMAL DAĞILIM

Gauss dağılımının özellikleri:

• Normalize edilir:

• Dağılım tek bir parametre ile (     ) karakterize edilebilir. Dağılım ortalama 
değer etrafında simetriktir ve süreklidir

• Tahmin edilen variyans 2 yine ortalama değere eşittir.
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Denemelerin sayısı (n) sonsuz ve olasılığın ortaya çıkmasının sonlu büyüklükte
olduğunda  (np >>  1) bu dağılım kullanılır.











 



x

xx

e
x

xP
2

)( 2

2

1
)(



2




























2

2

2

)(

2

1
)(





xx

exP



X = 27.4  ortalama değeri  için Gauss dağılımı

GAUSS YA DA NORMAL DAĞILIM
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Olayların sayısı

X 

X 

= 4

= 36

POİSSON VE GAUSS DAĞILIMLARI ARASINDAKİ FARK

Ortalama değerin tekrarlanma sayısı 20’den büyük ise dağılım Gauss’dur



YÜZDE BELİRSİZLİK
Farklı ortalama değerlerde Gauss Dağılımları

Ortalamadan % sapma
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X = 20
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ÖLÇÜM SONUÇLARININ İSTATİSTİKSEL MODELE UYGUNLUĞU

?????

N ÖLÇÜM DEĞERİNİN UYGUNLUĞU

Deneysel sonuçlar

N ölçüm sonucu

X e

İstatistiksel model

Poisson veya Gauss seç

=  x

P(x)

2 

F(x)

ve S2 değerleri 
uyumlu mu?

Dağılımların
şekilleri aynı mı?

χ2 Kriterini uygula

X e



Poisson ve Frekans dağılım fonksiyonları



 



N

i

e
e

xx
x

1

2

1

2 1

 

ex

SN 2
2 1



χ2Ölçüm sonuçlarının doğruluğu kriteri

10 000         10 034       10 105       9998         10 225         9988

10 000         10 021      10 101        9989         10 001         9996

10 000       10 000       10 000      10 000       10 0000      10 000

Sayım sistemindeki doğal dalgalanmalar beklenilen istatistiksel dağım ile uyumlu mu?

≈ N -1
2





ÖLÇÜLEN DEĞERLERİN POISSON DAĞILIMINDAN BEKLENEN 
DEĞERLERE NEKADAR YAKIN OLDUĞU



χ2

N = 15

= 4.66

P = 0.99

χ2

N = 15

= 29.14

P = 0.01

χ2

N = 15

= 13.34

P = 0.5

Dağılım,  Poisson dağılımına
uymaktadır

0.02 > P < 0.098 : Poisson dağılımına uygunluk gösterir

P < 0.01   : Dalgalanmalar çok büyük

0.01 <P < 0.02 : Deney hatası olabilir

P  > 0.99 : Tesadüfi dalgalanmalar beklenenden çok düşük (sistematik gürültü ölçümü!)

0.98 <P < 0.99 : Deney hatası olabilir

P  SONUCUNUN DEĞERLENDİRİLMESİ



Örnek: 2 dağılımını kullanarak aşağıdaki 20 ölçümlük dizinin Poisson
dağılımından elde edilme olasılığını bulunuz.

3875 3575

3949 4023

3621 3314

3790 3612

3902 3705

3851 3412

3798 3520

3833 3743

3864 3622

3614



ÖLÇÜM SONUÇLARININ İSTATİSTİKSEL MODELE UYGUNLUĞU
TEK BİR ÖLÇÜM DEĞERİNİN UYGUNLUĞU

Deneysel sonuçlar

Tek ölçüm sonucu : x

İstatistiksel model

Poisson veya Gauss seç

X =  x

P(x)

Kabul et

2

X =  x

Beklenen örnek varyans s2 ≈ X ölçümünün alındığını varsaydığımız istatistiksel dağılım 2



TEK BİR ÖLÇÜM DEĞERİNİN UYGUNLUĞU



Deneysel ölçü noktalarına karşı gelen hata çubuklarının gösterilmesi



UYARI:

Tüm bu sonuçlar sadece denemeler içerisinde başarılmış olanlara uygulanır. Para
atımında tura gelmesi, doğum günlerinin sayılması gibi.

Radyoaktif azalım ya da nükleer sayımda uygulaması sadece dedektör
tarafından belirli bir süre boyunca kayıt edilen sayımlaradır. Aşağıdakilere
uygulanamaz.

1. Sayım hızları

2. Sayımların toplam ya da farkları

3. Bağımsız sayımları ortalaması

4. Türetilen herhangi bir büyüklük
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FRAKSİYONEL HATA

X  1 / X1/2 % 1 / X1/2

100

1000

10 000

100 000

1 000 000

10

31.6

100

316

1000

0.1

0.03

0.01

0.0031

0.001

10

3

1

0.3

0.1



HATALARIN TÜREMESİ

x, y, z, …

x, y, z, …

u(x, y, z, …) 
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Ölçüm sonuçları

Bu sonuçların standart
sapmaları

Bu sonuçlardan hesaplanan  bir niceliğin standart sapması



Eğer u= x+y veya u= x – y ise

veya

1


dx

u
1



dy

u

222

yxu  

22

yxu  

  321321 NNNNNN  





Bir Sabit ile Çarpma veya Bölme





Sayımların Çarpımı ya da Bölümü





Örnek: Tek bir radyoaktif kaynakla alınan toplam sayım ve background ölçümleri
Ve bu ölçümlerin elde edilme süreleri aşağıdadır: Net sayım hızı ve belirsizliği
bulun

Buna göre,
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LİNEER KORELASYON

DENEY TEORİ İLİŞKİLERİ (FİT – UYARLAMA İŞLEMLERİ



LİNEER KORELASYON


