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BÖLÜM 4
EŞİTSİZLİKLER
Olasılık ve istatistikte eşitsizlikler önemli bir yer tutar. Bazen, olasılıkların ve rasgele değişkenin momentlerinin hesaplanması güç olabilir. Böyle durumlarda, olasılık ve momentler için bir alt veya üst sınır verilir. Bu bölümde, olasılık ve momentlere ilişkin bazı eşitsizliklerden bahsedilecektir. 
4.1. Markov ve Chebyshev Eşitsizlikleri

4.1.1. Markov Eşitsizliği 

Teorem 4.1.1 (Markov Eşitsizliği) 
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İspat: 
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 sürekli olsun (kesikli durumda integral yerine toplam gelir). 
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şeklinde bir eşitsizlik elde edilir. Burada, 
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 negatif olmayan değerler aldığından, 
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dir. Buradan da, 
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4.1.2. Chebyshev Eşitsizliği

Markov eşitsizliğinin bir sonucu olan Chebyshev eşitsizliği olasılık ve istatistikte en çok kullanılan eşitsizliklerden biridir. Herhangi bir 
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elde edilir. Yani, beklenen değeri 
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eşitsizliği yazılır. Bu eşitsizlik bazen, 
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 olarak da ifade edilir ve literatürde Chebyshev eşitsizliği olarak bilinir. Chebyshev eşitsizliği genellikle olasılıklar için bir alt veya üst sınır belirlemek için kullanılır. 

Örnek 4.1.1 Düzgün bir paranın 
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 defa atılması deneyi için 
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şeklinde yazılılabilir. Chebyshev sınırı 
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 nin bazı değerleri için bu olasılıklar hesaplanarak aşağıda verilmiştir.
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	Chebyshev Sınırı
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Tablodaki olasılık değerlerinden 
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dır. Diğer olasılıklar benzer şekilde hesaplanır
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Markov eşitsizliğinde rasgele değişkenin olasılık veya olasılık yoğunluk fonksiyonu ve 
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 fonksiyonunun özel seçimi ile birçok eşitsizlik üretilebilir. Örneğin, negatif değerler almayan 
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şeklindedir. Bu eşitsizlikte 
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şeklinde bir eşitsizlik yazılabilir. Buradan da,
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eşitsizliği elde edilmiş olur. 
4.2. Hölder, Minkowsky ve Jensen Eşitsizlikleri

Bu eşitsizliklere geçmeden önce, rasgele değişkenler için norm kavramını hatırlayalım. 
Tanım 4.2.1. 
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Şekil 4.2.1    
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Grafiklerden de görüldüğü gibi, 
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4.2.1. Yardımcı Eşitsizlik 

Teorem 4.2.1  
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İspat Değişik ispat teknikleri olmakla birlikte, bu eşitsizliğin ispatını iki farklı şekilde yapacağız. 
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şeklinde hesaplanır. Bu değerler 
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bulunur. İkinci türev bu noktada pozitiftir. Yani, fonksiyonu minimum yapan değer 
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dır. Yani, 
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 Şimdi bunun doğru olduğunu gösterelim. Önce, 
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4.2.2. Hölder Eşitsizliği

Teorem 4.2.2 
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İspat: Önce, 
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elde edilir. Buradan da, 
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Hölder eşitsizliğinde rasgele değişkenlerin özel seçimleri ile olasılık ve istatistikte  kullanılan bazı eşitsizlikler türetilebilir. Bunlardan bazıları aşağıdadır.

a) Cauchy Schwartzd Eşitsizliği: Hölder eşistsiliği 
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elde edilir. Buradan, Cauchy-Schwartzd eşitsizliği,
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şeklinde yazılır. Bu eşitsizlikten, korelasyon katsayısı ile ilgili 
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eşitsizliği de elde edilir.

b) Hölder eşitsizliğinde 
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eşitsizliği elde edilmiş olur.
c) Hölder eşitsizliğinde 
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eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlik literatürde Liaponov eşistsizliği olarak bilinir.
Örnek 4.2.1 Cauchy-Schwartzd eşitsizliği, vektörler için benzer şekilde yazılır. 
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şeklinde olur. Cauchy-Schwartzd eşitsizliğinden,
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eşitsizliği elde edilir. Her 
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olarak seçildiğinde ise vektör çarpımları,
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eşitsizliği elde edilir
[image: image239.wmf]Å


4.2.3. Minkowsky Eşitsizliği

Aşağıda ifadesi verilen bu eşitsizlik, Hölder eşitsizliğine benzer. Literatürde, değişik ispat teknikleri vardır (Chow ve Teicher (1988), sayfa 111, Bauer (1981), sayfa 65).  
Teorem 4.2.3 
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olduğunu hatırlayalım. 
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olup eşitsizlikte her iki tarafın da beklenen değeri alınırsa,
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eşitsizliği elde edilir. 
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yazılır. Yani,
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eşitsizliği elde edilir. 
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elde edilir
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4.2.4. Jensen Eşitsizliği

Jensen eşitsizliğini yazmadan önce konveks fonksiyonları hatırlayalım. Bir 
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özelliğini sağlıyorsa, konvekstir, aksi halde konkavdır denir. Konveks 
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 fonksiyonun grafiği aşağıda Şekil (4.2.2) de verildiği gibidir.
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Şekil 4.2.2 Konveks fonksiyon
Türevlenebilir bir fonksiyonun ikinci türevi pozitif ise konveks, negatif ise konkavdır. Örneğin, 
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Teorem 4.2.4 (Jensen Eşitsizliği): 
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dir. Fonksiyon konkav ise eşitsizlik yön değiştirir. 
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İspat: 
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 fonksiyonu sürekli ve türevlenebilir olsun. Bu durumda herhangi bir 
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şeklinde Jensen eşitsizliği elde edilmiş olur.
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 fonksiyonu yukarıda verildiği gibi sürekli ve türevlenebilir olmayabilir. Bu durumda teoremin ispatı farklıdır. 
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Örnek 4.2.2 a) 
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olduğundan konvekstir.  Jensen eşitsizliğine göre,
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Örnek 4.2.3 Hölder eşitsizliği Jensen eşitsizliği yardımı ile ispat edilebilir. Önce, 
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eşitsizliği yazılabilir. Bununla birlikte, 
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olup logaritma ve üstel fonksiyonun özelliklerinden (
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eşitsizliğini yazabiliriz. Son eşitsizlik yardımı ile Hölder eşitsizliğinin ispatını yapabiliriz. Teorem (4.2.2) de 
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dir. Her iki tarafın beklenen değeri alındığında (
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eşitsizliği elde edilir. Buradan da,
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şeklinde Hölder eşitsizliği elde edilir. Burada, Hölder eşitsizliği doğrudan Jensen eşitsizliğinin bir sonucu değildir. Ancak, yukarıdaki logaritma fonksiyonunun konkav olmasından dolayı elde edilen eşitsizliğin bir sonucudur
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elde edilir.
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