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BÖLÜM 5
ÖZEL DAĞILIMLAR
Bu bölümde, olasılık ve istatistikte öne çıkan bazı dağılımlar ele alınacaktır. Öncelikle, olasılık dağılımlarının burada bahsedilen dağılımlarla sınırlı olmadığını belirtelim. Johnson ve Kotz (1970) dağılımlar ile ilgili dört ciltlik bir kitap yayınlamıştır. Bunlardan birinci cildi tek değişkenli kesikli dağılımlar, ikinci ve üçüncü ciltleri tek değişkenli sürekli dağılımlardan oluşmaktadır. Dördüncü cilt çok değişkenli istatistik dağılımlarını içermektedir. Olasılık dağılımları da rasgele değişkenlerde olduğu gibi kesikli ve sürekli dağılımlar olarak ayrı ayrı incelenecektir. Rasgele değişkenler ve dağılımları ikinci bölümde ayrıntılı olarak incelendiğinden, burada seçilen özel dağılımların bazı özellikleri üzerinde durulacaktır. Ayrıca, çok değişkenli normal dağılım, özellikle iki değişkenli normal dağılım üzerinde de durulacaktır. Bazı dağılım aileleri (üstel aileler) de bu bölümde yer verilecek konular arasındadır.
5.1. Tek Değişkenli Kesikli Dağılımlar

5.1.1. Bernoulli Dağılımı

Sadece iki sonucu (başarı-başarısız, doğru-yanlış gibi) bulunan deneylere Bernoulli deneyi denir. Bir Bernoulli deneyinin örnek uzayı iki elemandan oluşan bir kümedir. Yani, örnek uzay  
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olarak tanımlanan 
[image: image3.wmf]X

 fonksiyonuna Bernoulli rasgele değişkeni denir ve değer kümesi 
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 dir. Bu fonksiyonun bir rasgele değişken olduğu ikinci bölümde gösterildi. Genellikle, {Başarı} yerine 
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 denirse, 
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 olmak üzere Bernoulli rasgele değişkeni için olasılıklar, 
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formülü ile hesaplanır. 
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 olmak üzere, Bernoulli rasgele değişkeninin olasılık fonksiyonu,
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dir. Dağılımın olasılık fonksiyonu ile dağılım fonksiyonunun grafikleri Şekil (5.1.1) de verilmiştir.  
[image: image17.wmf]
Şekil 5.1.1 Bernouilli dağılımının olasılık fonksiyonu ve dağılım fonksiyonu (p=0.6)
Bu olasılık fonksiyonu kısaca, 
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şeklinde ifade edilecektir. 
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 başarı olasılığını göstermek üzere, Bernoulli dağılımı için 
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Bernoulli dağılımının bütün momentleri başarı olasılığına eşittir. Yani, 
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 sonlu bir tamsayı (
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dir. Buradan, dağılımın varyansı
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ve moment çıkaran fonksiyonu da 
[image: image26.wmf]t

Î

¡

 için


[image: image27.wmf]1

0

()()()

tXtxt

X

x

MtEeePXxqpe

=

====+

å


dir. Benzer şekilde, karekteristik fonksiyonu 
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, çarpımsal moment çıkaran fonksiyonu  da  
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olup diğer bütün çarpımsal momentler sıfırdır. Yani, 
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dır. Kümülant üreten fonksiyonu 
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şeklinde hesaplanmıştır. Diğerleri ardışık olarak hesaplanır.
5.1.2. Binom Dağılımı

Bir Bernoulli deneyi, her denemede başarı olasılığı aynı olacak şekilde birbirinden bağımsız olarak 
[image: image39.wmf]n

 kez tekrarlansın. Böyle bir deneye Binom deneyi denir. 
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 rasgele değişkeni Binom deneyindeki başarıların sayısı olarak tanımlandığında, 
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 in değer kümesi 
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şeklinde gözlenebilir. Bu 
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 tane başarı, şekilde de görüldüğü gibi 
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 farklı şekilde dizilebilir. Her bir denemede başarı olasılığı aynı ise, başarısızlık olasılığı da aynıdır. Buna göre, başarı olasılığı 
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 tane başarı elde etme olasılığı 
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ile hesaplanır. Buradan, 
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 in olasılık fonksiyonu, 
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dir. Binom dağılımı için 
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XBinomnp

 gösterimi kullanılacaktır. 
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 dağılımının olasılık fonksiyonu ile dağılım fonksiyonunun grafiği aşağıdadır (Şekil (5.1.2)).
[image: image60.wmf]
Şekil 5.1.2 Binom dağılımının olasılık fonksiyonu ve dağılım fonksiyonu (n=3 ve p=0.6)

Bir Bernoulli deneyi birbirinden bağımsız olarak 
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 defa tekrarlansın. 
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 ikinci denemedeki başarıların sayısı ve 
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 denemedeki başarıların sayısı olsun. Bu rasgele değişkenlerin toplamı, Bernoulli deneyinin 
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 kez tekrarlanmasında gözlenen başarıların sayısı olur. Bu rasgele değişkenlerin her biri bağımsız Bernoulli rasgele değişkenidir. Bernoulli deneyinin 
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 kez tekrarlanmasında gözlenen başarıların sayısı 
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 olsun. Her 
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 değerlerini aldığından 
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 lerin toplamı 
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 in değer kümesi olur. Yani bir Binom rasgele değişkeni, bağımsız Bernoulli rasgele değişkenlerinin toplamıdır. 

Düzgün bir paranın üç defa atılması deneyini göz önüne alalım. Burada örnek uzay, 
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 gelen turaları (veya yazıları) sayan bir rasgele değişkendir. Buna göre, deneme sayısı sabit olup her bir denemede tura gelmesi olasılığı aynıdır. Denemeler birbirinden bağımsız ise 
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, Binom rasgele değişkenidir. Yani, 
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dır. Bu olasılık fonksiyonu bazen
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şeklinde de ifade edilir. 
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 olmak üzere olasılık fonksiyonu,
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şeklinde verildiğinde fonksiyonun bir olasılık fonksiyonu olduğu
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şeklindeki Binom açılımından (
[image: image99.wmf]1
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) açıktır. Dağılımın momentlerinin doğrudan hesabı biraz karmaşıktır. Örneğin, dağılımın birinci momenti, yani beklenen değeri
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dir. Binom rasgele değişkeni bağımsız Bernoulli rasgele değişkenlerinin toplamı olarak düşünüldüğünde dağılımın beklenen değeri daha kolay hesaplanır. 
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 başarı olasılığına sahip bağımsız Bernoulli rasgele değişkenleri olmak üzere 
[image: image104.wmf]12

n

XXXX

=+++

K

 rasgele değişkeni de başarı olasılığı 
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 olan Binom dağılımına sahiptir. Her 
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Beklenen değerlerin var olması halinde, rasgele değişkenlerin toplamının beklenen değeri, beklenen değerlerinin toplamına eşittir. Eğer rasgele değişkenler bağımsız ise, rasgele değişkenlerin toplamının varyansı da varyanslarının toplamıdır. Yani, 
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 ve 
[image: image111.wmf]Y

 sonlu beklenen değer ve varyansa sahip iki rasgele değişkenler ise, 
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Şimdi, bu eşitliklerin doğru olduğunu gösterelim. 
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 kesikli ve olasılık fonksiyonu (sürekli ise toplam yerine integral gelir) 
[image: image116.wmf](,)

PXxYy

==

 olmak üzere 
[image: image117.wmf]()

EXY

±

 beklenen değeri

[image: image118.wmf]()()(,)

XY

xDyD

EXYxyPXxYy

ÎÎ

±=±==

åå


            
[image: image119.wmf][

]

(,)(,)

XY

xDyD

xPXxYyyPXxYy

ÎÎ

===±==

åå



[image: image120.wmf](,)(,)

()()()()

XYYX

XY

xDyDyDxD

xDyD

xPXxYyyPXxYy

xPXxyPYyEXEY

ÎÎÎÎ

ÎÎ

===±==

==±==±

åååå

åå


olur. Yani, 
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 bağımsız Bernoulli rasgele değişkenleri olduğundan, 
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dir. Diğer taraftan, Bernoulli dağılımının moment çıkaran fonksiyonu 
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olarak bulunur. Kümülant üreten fonksiyonu,
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eşitliği ile hesaplanır. Kümülantlardan ilk dört tanesi,
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olarak hesaplanmıştır. Dağılımın çarpımsal moment üreten fonksiyonu ise,
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olup dağılımın çarpımsal momentlerinden ilk üç tanesi (
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olarak hesaplanmıştır.
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dir. 
Rasgele değişkenlerin moment çıkaran fonksiyonu bazen olmayabilir. Böyle durumlarda  karekteristik fonksiyonu kullanılır. 
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5.1.3. Çok Terimli Dağılım (Multinomial Distribution)
Bernoulli deneyinde sadece iki sonuç vardır. Olabilir sonuçlarının sayısı ikiden fazla olan deneyler Bernoulli deneyi değildir. Örneğin, bir kavanozun içinde 
[image: image157.wmf]k

 farklı renkte top bulunsun. Bu kavanozdan çekilen topun tekrar yerine konulması koşulu ile 
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 tane top çekelim. Buna göre, her bir denemede siyah top gelmesi olasılığı aynıdır. Kırmızı veya sarı top gelmesi olasılıkları da aynıdır. Dolayısı ile, deneyin birbirinden ayrık 
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 farklı sonucu vardır. Siyah top gelmesi olayı 
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, sarı topların sayısı olarak tanımlanabilir. Denemeler birbirinden bağımsız ve herbir denemede siyah top gelmesi olasılığı (
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 olayının gerçekleşmesi olasılığı) aynıdır. Buna göre, 
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dir. Şimdi bunun bir olasılık fonsiyonu olduğunu gösterelim. 
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şeklindedir. Bunun için,

[image: image190.wmf]1

1

1

12122

1

1

0

(...)((...))(...)

n

x

nx

nn

kkk

x

n

ppppppppp

x

-

=

æö

+++=+++=++

ç÷

èø

å



[image: image191.wmf]1

2

1112

2

1

2233

2

2

0

(...)((...))(...)

nx

x

nxnxnxx

kkk

x

nx

pppppppp

x

-

----

=

-

æö

++=+++=++

ç÷

èø

å

olup, böyle devam ederse,


[image: image192.wmf]11

1

12

12

...

11

1

12

12

000

1

2

...

(...).........

k

k

k

nxx

nx

n

k

x

xx

n

k

k

xxx

k

nxx

nx

n

pppppp

x

xx

-

---

-

-

===

---

-

æö

æö

æö

+++=

ç÷

ç÷

ç÷

èø

èø

èø

ååå


elde edilir. Bununla birlikte,
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olduğundan
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şeklinde çok terimli Binom açılımı elde edilmiş olur. 
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şeklinde verilen fonksiyon bir olasılık fonksiyonudur.

[image: image203.wmf]Örnek 5.1.1  Bir kavanozda 5 siyah, 4 kırmızı ve 3 sarı top vardır. Çekilen topları tekrar yerine koyarak kavanozdan 6 top çekelim. Çekilen topların 3 siyah, 2 kırmızı ve 1 sarı olması olasılığını hesaplayalım. Burada olaylar her bir deneme için
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olarak yazıldığında 
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 olayları örnek uzayın bir parçalanmasını oluşturur. Her bir olayın gerçekleşme olasılıkları (
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şeklinde olup aranan olasılık,
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5.1.4. Geometrik Dağılım 

Bağımsız Bernoulli denemelerine ilk başarıyı elde edinceye kadar devam edelim. 
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 ilk başarıyı elde edinceye kadar yapılan denemelerin sayısı olsun. Bu durumda denemeler 
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şeklinde olacaktır. Binom deneyinde 
[image: image218.wmf]n

 deneme sayısı sabit olup bu 
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 denemedeki başarıların sayısı ile ilgileniyoruz. Oysa, geometrik deneyde başarı sayısı sabir (bir) olup bu başarıyı elde edinceye kadar yapılan denemelerin sayısı ile ilgileniyoruz. 
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. denemede başarı elde etmek için 
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 defa başarısız denemenin gerçekleşmiş olması gerekir. Buna göre, 
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 in olasılık fonksiyonu, 
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 başarı olasılığını göstermek üzere 
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şeklinde olur. Bu olasılık fonksiyonuna sahip 
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 rasgele değişkenine Geometrik dağılıma sahiptir denir ve 
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olduğundan bir olasılık fonksiyonudur. Dağılımın ilk iki momenti,
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olarak hesaplanmıştır. Buradan dağılımın varyansı da,
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şeklinde bulunur.
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Şekil 5.1.3 Geometrik dağılımının olasılık fonksiyonu ve dağılım fonksiyonu(p=0.3)
 Dağılımın moment çıkaran fonksiyonu ise 
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şeklinde hesaplanmıştır.
Örnek 5.1.2  
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özelliğine sahiptir. Kesikli dağılımlar içerisinde bu özelliğe (memoryless) sahip tek dağılım Geometrik dağılımdır
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Teorem 5.1.1 Negatif değerler almayan kesikli 
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 rasgele değişkeninin geometrik dağılıma sahip olması için gerek ve yeter koşul bütün 
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 ler için, 
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özelliğinin sağlanmasıdır.

İspat:  
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 in olasılık fonksiyonu
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elde edilir. Böylece, ispatın gerek koşulu ispatlanmış olur. Şimdi, negatif değerler almayan kesikli 
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 rasgele değişkeni bütün 
[image: image256.wmf]n

 ler için
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dir. Dolayısı ile, 
[image: image266.wmf]X

 rasgele değişkeni, 
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 şeklinde bir olasılık fonksiyonuna sahip olduğundan Geometrik dağılıma sahiptir
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Teoremin ispatı (özellikle yeter koşul) matematiksel tümevarımla da yapılabilirdi (birinci baskıda yapıldığı gibi). Teoremden aşağıdaki sonucu yazabiliriz. 
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Negatif değerler almayan kesikli 
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 rasgele değişkeninin geometrik dağılıma  olması için gerek ve yeter koşul bütün 
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İspat: 
[image: image272.wmf](|)

PXknXn

=+³

 koşullu olasılığı 

[image: image273.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

|

PXknXnPXkn

PXknXn

PXnPXn

=+³=+

=+³==

³³


olup 
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 Geometrik dağılıma sahip ise olasılık fonksiyonu 
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şeklindedir. 
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elde edilir. Dolayısı ile teoremin gerek kısmı ispatlanmıştır.  Diğer taraftan, negatif değerler almayan kesikli 
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olduğu açıktır. Şimdi bu özelliğe  sahip kesikli 
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  rasgele değişkeninin geometrik dağılıma sahip olduğunu tümevarım ile gösterelim. 
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elde edilir. Yani, negatif değerler almayan kesikli bir 
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 rasgele değişkeni, 


[image: image302.wmf](

)

|()

PXknXnPXk

=+³==


özelliğine sahipse, olasılık fonksiyonu 
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Bilindiği gibi, bağımsız Bernoulli denemeleri tekrarlandığında, deneme sayısının sabit  ve her denemede başarı olasılığının aynı olduğu varsayıldı. Gözlenen başarıların sayısı 
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 Binom dağılımına sahiptir. Bağımsız Bernoulli denemelerinde başarı sayısı sabit (ilk başarı) ise, yapılan denemelerin sayısı (
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), 
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dir. Geometrik dağılımda başarı sayısı 
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şeklinde Geometrik dağılımın olasılık fonksiyonuna dönüşür.
Çift Geometrik Dağılım:


Eğer 
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şeklinde olup rasgele değişkenin ilk iki momenti ile varyansının
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olduğunu biliyoruz. Buradan, 
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toplamları elde edilir. 

Şimdi herhangi bir 
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 rasgele değişkeninin olasılık fonksiyonu,
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şeklinde verildiğini düşünelim. Yukarıdaki toplamlar ile mutlak değer fonksiyonunun özelliklerinden, 
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eşitlikleri yazılabilir. Şimdi bu olasılık fonksiyonunu inceleyelim. 


a) Önce 
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 sabitinin değerini bulalım. Bunun için,
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eşitliğinden 
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şeklinde olur.


b) Şimdi olasılık fonksiyonu yukarıda verilen 
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 rasgele değişkeninin beklenen değeri ile varyansını bulalım. Yukarıda verilen
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eşitliği kullanıldığında rasgele değişkeninin beklenen değeri doğrudan,
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olarak hesaplanır.  Yani,
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eşitliği yardımı ile, 
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 rasgele değişkeninin ikinci  momenti


[image: image347.wmf]1

222||22

1

()()0

11

xxx

xxxx

pp

EXxPXxxqxqxq

qq

¥¥-¥

-

=-¥=-¥=-¥=

éù

====++

êú

++

ëû

åååå



[image: image348.wmf]222

32

111

22(1)2

111

xxx

xxx

pppqqq

xqxqxq

qqq

pp

¥¥¥

===

éùéù

éù

+

=+===

êúêú

êú

+++

ëû

ëûëû

ååå


dir. 
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Kolayca görüleceği gibi, rasgele değişkenin bütün tek momentleri sıfırdır. Gerçekten, 
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olduğu açıktır. Çift momentlerin hesabı biraz karmaşıktır. Bunlardan, dördüncü moment 
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olarak hesaplanmıştır.


c) Bu rasgele değişkenin moment çıkaran fonksiyonu ile karekteristik fonksiyonunu bulalım. Rasgele değişkenin  moment çıkaran fonksiyonu
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şeklinde yazılabilir. Şimdi parantez içindeki toplamları ayrı ayrı hesaplayalım. 


Birinci toplam 
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dir. İkinci toplam ise 
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dir. Bu serilerin değeri 
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şeklinde hesaplanmış olur. Kısaca, 
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 rasgele değişkeninin moment çıkaran fonksiyonu,
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dir. Bu fonksiyonun parantez içindeki terimi,


[image: image376.wmf]2

22

(1)(1)(1)(1)

1

11(1)(1)

1(1)(1)

1()1()

tttttttt

tttt

tttt

qeqeqeqeqeqeqeqe

qeqeqeqe

qqq

qqeeqqee

----

--

--

--+-+-

++=

----

--+

==

+-++-+


olarak düzenlendiğinde, 
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rasgele değişkenininmoment çıkaran fonksiyonu,
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olarak da yazılabilir. Yani, moment çıkaran fonksiyonu, 
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olarak ifade edilir. Bilindiği gibi moment çıkaran fonksiyonun türevlerinden rasgele değişkenin momentleri hesaplanabilir. Fonksiyon sıfır noktası komşuluğunda tanımlı olup, momentler 
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şeklinde hesaplanır. Şimdi yukarıda hesapladığımız ilk iki momenti, moment çıkaran fonksiyonu yardımı ile hesaplayalım. Fonksiyonun birinci türevi,
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olup, bu fonksiyonda 
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bulunur. Bu da yukarıda elde edilen değer ile aynıdır. Fonksiyonunun ikinci türevi de,
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olup ikinci türevde 
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 yazarsak, rasgele değişkenin ikinci momenti 
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olur. Yine, bu değer de yukarıda doğrudan elde edilen sonuç ile aynıdır. 

Şimdi de bu rasgele değişkenin karekteristik fonksiyonunu bulalım. Fonksiyon,
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olarak hesaplanmıştır. Yani, 
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 rasgele değişkeninin karekteristik fonksiyonu,
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dir. Fonksiyonun biraz basitleştirilmiş hali için 
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olduğu dikkate alındığında, rasgele değişkenin karekteristik fonksiyonu,
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şeklinde de ifade edilebilir. Yani, 
[image: image397.wmf]X

 in karekteristik fonksiyonu, 
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şeklindedir. Rasgele değişkenin momentleri aynı zamanda,
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şeklinde de hesaplanabilir. 
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olur. Diğer taraftan 
[image: image404.wmf]2

1

i

=-

 olmak üzere, rasgele değişkenin ikinci momenti de
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d) Rasgele değişkenin çarpımsal moment üreten fonksiyonu ise, 
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olarak hesaplanmıştır. Fonksiyon
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olarak da yazılabilir. O halde, çarpımsal moment üreten fonksiyonu 
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olarak elde edilmiştir.  Bu fonksiyonun ilk üç türevi,
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momentleri elde edilmiştir. Diğer taraftan, 
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olur. 
5.1.5. Negatif Binom Dağılımı 

Bağımsız Bernoulli denemelerine 
[image: image423.wmf]k

 başarı elde edinceye kadar devam edelim. Burada, 
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 tane başarı elde edinceye kadar denemelere devam edileceği için, denemelerin en az 
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 defa tekrarlanması gerekir.  Böylece denemeler, 
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biçiminde olabilir. Buna göre, 
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k

 başarıyı elde edinceye kadar yapılan Bernoulli denemelerinin sayısı  
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 olmak üzere, 
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şeklinde olur. Bu olasılık fonksiyonuna sahip 
[image: image436.wmf]X

 rasgele değişkenine Negatif Binom dağılımına sahiptir denir ve 
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 başarı olasılığını, 
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 de başarıların sayısını göstermek üzere, 
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eşitliğini hatırlayalım.  Bu eşitlikte 
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bulunur. Yani, verilen fonksiyon bir olasılık fonksiyonudur. 

Negatif Binom dağılımına sahip 
[image: image445.wmf]X

 rasgele değişkeni 
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k

 başarıyı elde edinceye kadar yapılan bağımsız Bernoulli denemelerinin sayısıdır. 
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 başarıyı elde edinceye kadar yapılan denemelerin sayısı da 
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 dir. Yani, Negatif Binom rasgele değişkeni, bağımsız geometrik rasgele değişkenlerin toplamıdır. Buradan, Negatif Binom dağılımın beklenen değeri ve varyansı
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şeklinde hesaplanır. 
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 in moment çıkaran fonksiyonu, Geometrik dağılımın moment çıkaran fonksiyonu yardımı ile 
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şeklinde bulunmuştur. Momentlerin doğrudan hesaplanması biraz karmaşıktır. Örneğin, dağılımın birinci momenti,
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dir. Daha yüksek mertebeden momentler daha da karmaşıktır. Onun için, Negatif Binom dağılımının özellikleri incelenirken, Negatif Binom rasgele değişkenini bağımsız geometrik rasgele değişkenlerin toplamı olarak almak, işlemlerin kolay yürütülmesine olanak sağlar.

Negatif Binom rasgele değişkeni, bağımsız Geometrik rasgele değişkenlerinin toplamıdır. Ancak bu dağılım, herhangi bir şekilde Binom dağılımı ile ilişkilendirilmektedir. Bunu açıklamak için 
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 denemedeki başarıların sayısını gösterirken, 
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 rasgele değişkeni 
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 başarı elde edinceye kadar yapılan denemelerin sayısıdır. Bu rasgele değişkenler arasında,
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şeklinde bir ilişki vardır. Burada,

a) İlk 
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 denemede 
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 ya da daha fazla başarı gözlenmiş ise, ilk 
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 başarıyı elde etmek için 
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 ya da daha fazla deneme yapılması gerekir.
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 denemede 
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 den az başarı gözlenmiş ise, 
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 başarıyı elde etmek için 
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 den çok deneme yapılması gerekir.
5.1.6. Hipergeometrik Dağılım 

Bir kavanozun içinde iki farklı renkte (sarı ve lacivert diyelim) toplam 
[image: image481.wmf]N

 tane top  bulunduğunu düşünelim. Bunlardan 
[image: image482.wmf]a

 tanesi sarı geri kalan 
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 tanesi lacivert olsun. Kavanozdan aynı anda 
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 tane top çekelim (bir çeşit iadesiz çekiliş yapıyoruz). 
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 bu 
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 tane top içindeki sarı topların sayısı olsun. O zaman, 
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 tane sarı top gelmesi olasılığı (dağılımın olasılık fonksiyonu),
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şeklinde olur. Böyle bir deneme için, 
[image: image489.wmf]X

 rasgele değişkeninin olasılık fonksiyonu bu şekilde verilmiş ise, 
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 e Hipergeometrik dağılıma sahiptir denir ve 
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olduğunun gösterilmesi gerekir. Bunun için tümevarım yöntemini kullanabiliriz. Önce iddianın 
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 dir. Eşitliğin sol tarafı ise,
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olup iddia 
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 için doğrudur. Şimdi, iddianın 
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 için doğru olduğunu varsayalım ve 
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sonucu elde edilir. Yani, iddia her 
[image: image506.wmf]n

 için doğrudur. Başka bir deyişle, verilen fonksiyon bir olasılık fonksiyonudur. Hipergeometrik dağılımın beklenen değer ve varyansının hesabı biraz karmaşıktır. 
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 in beklenen değeri,
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olarak hesaplanmıştır. Benzer şekilde (biraz daha karmaşık olmakla birlikte) rasgele değişkenin varyansı da hesaplanabilir. Hipergeometrik dağılımın beklenen değer ve varyansı sırası ile
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dir (Bain ve Engelhardt, 1992, sayfa 97).  Yani, Hipergeometrik dağılım 
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 iken Binom dağılımına yaklaşır. 


Bazen sonlu elemanlı bir kitleden iadesiz çekiliş yapılmak istenebilir. Bir deneyin sadece iki sonucu varsa (sarı ve lacivert topların bulunduğu bir kavanozdan aynı anda ya da iadesiz çekiliş yapılması), çekilen örnek sayısı 
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 sabit ve denemeler bağımlı (deneylerde birinin sonucu diğerini etkiliyorsa) ise böyle durumlarda Hipergeometrik dağılım kullanılır.   
Örnek 5.1.3 Bir kavanozda 
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 kusurlu, 
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 kusursuz parça vardır. Bu kavanozdan aynı anda 
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 parça rasgele seçilsin. Çekilen kusurlu parçaların olasılık fonksiyonunu bulalım. 
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 çekilen kusurlu parçaların sayısı olup, 
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formülü ile hesaplanır. 
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 kusurlu parçaların sayısı olmak üzere olasılıklar, 
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şeklinde tablo halide yazılabilir
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5.1.7. Kesikli Düzgün Dağılım 

Değer kümesi 
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 olan 
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 rasgele değişkeninin olasılık fonksiyonu,
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şeklinde ise 
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 kesikli düzgün dağılıma sahiptir denir. Dağılımın beklenen değer ve varyansı,
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5.1.8. Poisson Dağılımı
Bir çok deney sürekli bir zaman aralığında yapılır. Böyle bir ortamda gözlenen sonuçlar kesikli olabilir. Birim zaman aralıkları (dakika, saat, gün, ay, yıl gibi) veya birim uzunluk (alan veya hacim gibi) sürekli ortamlardır. Örneğin, bir mağazaya belli bir saat dilimi içinde gelen müşterilerin sayısı, böyle bir deneye örnektir. Bu tür deneylere Poisson deneyleri denir. 
[image: image551.wmf]X

 sürekli ortamdaki kesikli sonuçların sayısını göstermek üzere, 
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 in (Poisson dağılımının) olasılık fonksiyonu, 
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şeklindedir. 
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 rasgele değişkeni bu olasılık fonksiyonuna sahipse, 
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 Poisson dağılımına sahiptir denir ve 
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 ile gösterilir. 
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 fonksiyonunun sıfır noktası komşuluğundaki Taylor serisi açılımı
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olup verilen fonksiyon bir olasılık fonksiyonudur. İkinci ve üçüncü bölümlerde dağılımın ismi verilmeden bu olasılık fonksiyonuna sahip bir rasgele değişkenin momentleri elde edildi. Ayrıca, dağılımın üretici fonksiyonları ve özellikleri ikinci ve üçüncü bölümlerde incelendi. Bunları tekrar hatırlayalım. Dağılımın ilk iki momenti ile varyansı Örnek (2.5.2) de 
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şeklinde olduğunu biliyoruz ((Örnek (2.6.3)). Yani,


[image: image569.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

23

4

(),(1),(1)(2),

(1)(2)(3),...(1)(2)...(1)

n

EXEXXEXXX

EXXXXXXXXn

lll

ll

=-=--=

---=---+=


dir.
Binom dağılımı ile Poisson dağılımı arasında bir benzerlik kurulabilir. Örneğin, belirli bir saat dilimi içinde bir mağazaya giren müşterilerin sayısı Poisson rasgele değişkenidir. Oysa, mağazaya giren (maksimum müşteri sayısı sabit) her müşteriyi başarı olarak değerlendirirsek, mağazaya giren müşterilerin sayısı Binom dağılımına sahip olur. 
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olduğunu biliyoruz. Bu dağılımın beklenen değeri 
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eşitliği elde edilir. Ayrıca, 
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 yeterince büyük (
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dir. Yani, 
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yaklaşımı elde edilir. Yani, Binom dağılımına Poisson dağılımı olarak yaklaşılabilir. Bunun tersi de olabilir.
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Yukarıda, değişik 
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Örnek 5.1.4 
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şeklinde aranan eşitlik elde edilir.
c) Bu sonuç kullanılarak, Poisson dağılımının momentleri ardışık olarak hesaplanabilir. Önce, 
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olarak da hesaplanır. Benzer şekilde, 
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şeklinde hesaplanır
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Bu kısma son vermeden önce, burada verilen dağılımlar arasındaki ilişkileri özetleyelim. 
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