Yiiksek Basamaktan Lineer Diferensiyel Denklemler

Tanim 1. z bagimsiz, y bagimlh degisken olmak iizere n-inci basamaktan lineer
diferensiyel denklem

dny dn—ly dy -
Ton +a; (z) e + .ot an—1 () g +an,(x)y=F(x) (1)

ap (x)

ile verilir. Burada ag katsayisi1 agikar olarak sifir olamaz. Ayrica, ag,...,an,
katsayilar1 ve F' fonksiyonu a < x < b araligl iizerinde tanimli siirekli reel
fonksiyonlar oldugu kabul edilmektedir. Lineer diferensiyel operator cinsinden
(1) denklemi

L(D)=uag(z)D" +ay () D" '+ ...+ a,_1 (z) D+ a, (z)

olmak iizere

L(D)y=F(a)

seklinde yazilabilir. F'(x) fonksiyonuna homogen olmayan terim denir. F' (z) =
0 ise bu durumda (1) denklemi

n dn—l d
a0 (2) T+ an (0) o e (@) 2 @)y =0 (2)

denklemine indirgenir. (2) denklemine (1) denklemine kargilik gelen homogen
denklem denir.

Ornek 1. ; )
y +3zy +ady=e”

ikinci basamaktan degisken katsiyili homogen olmayan lineer bir diferensiyel
denklemdir.

Tamim 2. fq,..., f,, m tane fonksiyon ve cy,...,c,,, m tane sabit olsun. Bu
durumda ¢ f1 + ... + ¢ fin ifadesine f1, ..., f,, fonksiyonlarimin lineer kombi-
nasyonu denir.

Teorem 1. Lineer homogen (2) diferensiyel denkleminin ¢oziimlerinin herhangi
bir lineer kombinasyonu da (2) denkleminin bir ¢dziimiidiir.

Ornek 2. sinz ve cosz fonksiyonlarmin
y// + y= 0

denkleminin ¢oziimleri oldugu gosterilebilir. Teorem 1’den bunlarin lineer kom-
binasyonu olan
c1cosx + cosinx

fonksiyonu da denklemi saglar. Ornegin 5 cosx + 6 sinx bir ¢oziimdiir.

Tanim 3. Bir [ arahginda tammh fi,..., f, fonksiyonlar1 en az bir ¢; # 0
7=0,1,...,n igin
le1+-~-+cn.fn:0 (3)



kogulunu sagliyorsa, bu durumda bu fonksiyonlar I aralig: iizerinde lineer bagim-
lidir denir. Eger (3) denklemi ancak

cio=co=..=c¢,=0

olmasi durumunda saglaniyorsa, f1,..., f, I aralig1 {izerinde lineer bagimsizdir
denir.

Ornek 3. f; (z) =sina, f(r) = —sinz ve f3 (z) = 3sina fonksiyonlar1 lineer
bagimhdir. Ciinkii

c1sinx + co (—sinz) + ¢3 (3sinz) =0
esitligi c; = 1, c3 =4, c3 =1 saglanir.
Ornek 4. f (z) =z, f (z) = 2? fonksiyonlar: lineer bagimsizdir. Ciinkii
az 4 ez =0

olabilmesi ancak
C1 = Cg = 0
ile miimkiindiir.

Tanim 4. fi, ..., f, fonksiyonlar1 bir [a,b] aralig) iizerinde tanimh reel degerli,
(n — 1) kez tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun.

ook h
fl f2 . fn
fl(nfl) f2(n71) o 7(Lnfl)

determinantina fi, ..., f,, fonksiyonlarinin Wronskiyeni denir ve W (f1, ..., f) (x)
ile gosterilir.

Teorem 2. (2) denkleminin fi, ..., f, ¢dziimlerinin [a, b] aralig1 tizerinde lineer
bagimli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

W (f1,.ey fn) () =0, z € [a,b]
olmasidir.

Tanmum 5. fq, ..., f,, fonksiyonlar: n-inci basamaktan lineer homogen (2) diferen-
siyel denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri ise, bu durumda { f1, ..., f,} kiime-
sine (2) denkleminin temel ¢oziimler kiimesi denir.

f@)=cafir+ .. +enfn(x)

fonksiyonuna da (2) denkleminin genel ¢ziimii denir. Burada ¢y, ..., ¢, ler keyfi
sabitlerdir.



Ornek 5.

11

y —6y +5y +12y=0

diferensiyel denkleminin ¢oziimii olan €3 e~% % fonksiyonlar: lineer bagim-
y 7 ) y

sizdir. Ciinkii her z i¢in W( T et ) (r) = —20e% # 0 dir. O halde,
bu denklemin temel ¢oziimler kume81 {e ,e 7 641} ve genel ¢oziimii ¢;e3® +
% 4 c3e*® geklindedir.
Simdi
L(D)y=F(z) (4)

homogen olmayan denklemini ele alalim.

Teorem 3. (4) homogen olmayan denkleminin bir ¢6ziimii g ve bu denkleme
kargilik gelen L (D)y = 0 homogen denkleminin bir ¢oziimii f olsun. Bu du-
rumda f 4+ g de (4) denkleminin bir ¢dziimiidiir.

Tanim 6. (2) denkleminin genel ¢ziimiine (1) denkleminin tamamlayic ¢bziimii
denir. (1) denkleminin herhangi bir keyfi sabit icermeyen ¢oziimiine (1) den-
kleminin bir 6zel ¢oziimii denir. (1) denkleminin tamamlayic1 ¢dziimii y., bir
ozel ¢oziimii de y, ile gosterilsin. Bu durumda (1) denkleminin genel ¢oziimii
Ye + Yp seklindedir.

Ornek 6. . ,
y —dy +6y=1

diferensiyel denklemini ele alahm. f; (z) = €3 ve fy(x) = €** bu denkleme
karsilik gelen homogen . /

y —5y +6y=0

denkleminin lineer bagimsiz ¢oztimleridir. Ayrica y, = % olarak bulunabilir. Bu
durumda verilen denklemin genel ¢oziimii

1
y(x) = 13 + coe® + 8

olur.



