Sturm-Liouville Sistemleri:
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ikinci basamaktan lineer diferensiyel denkleminde,

p(x) = exp /ng;dt () = a3($)p<x) () = p(z)

doniistimlerini yaparak,

d dy
e (p%) +(g+As)y=0

Sturm-Liouville denklemini elde ederiz. Bu denklem

d d
L=—|p—
dx (pdx) +a
olmak tizere

Lyl + As(z)y =0

olarak yazilabilir. Burada p, ¢ ve s reel degerli, kapal bir [a, b] araliginda ¢ ve s siirekli, p nin
ise tiirevlenebilir fonksiyonlar olmasi gerekmektedir. Eger p ve s fonksiyonlan [a, b] arahginda

pozitif iseler, Sturm-Liouville denklemine diizgiin Sturm-Liouville denklemi denir.
Lyl +As(x)y=0 , a<z<b

Sturm-Liouville denklemi,
ary(a) + azy'(a) =0
biy(b) + bay'(b) = 0
sinir kogullar: ile birlikte bir Sturm-Liouville sistemi tanimlar. Burada a4, as ve by, by ler reel

sabitlerdir ve a? + a3 #£0 ve b? +b2#0 dir.

Tanim: Bir Sturm-Liouville sistemi i¢in agikar olmayan ¢oziimler veren A\ degerlerine 6zdeger

ve karsilik gelen coziimlere de 6zfonksiyonlar denir.



Ornek 1. Asagidaki 0 < z < 7 de tammh

YV +dy=0, 0<z<n7
y(0)=0 , y(m)=0
Sturm-Liouville sisteminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini bulunuz.

Coziim: Denklem self-adjoint olup, p, ¢ ve s reel degerli, [0, 7] araliginda p tiirevlenebilir, ¢ ve
s siireklidir. Ayrica bu aralikta p ve s pozitiftir. Bu durumda denklem diizgiin Sturm-Liouville

sistemidir.

Karakteristik denklemimiz,

P+ A=0

olmak iizere karakteristik denklemin kokleri,
7’172 = 4 \V4 —)\

bulunur.

i) A =0 olsun. Bu durumda 7, 2 = 0 dir. Bu durumda (4) denkleminin genel ¢tziimi,
y(z) =c1 + cox
elde edilir. Sinir kogullar1 uygulandiginda

y(0) = 0= =0

y(r) = 0=y =0

olup A = 0 i¢in y = 0 agikar ¢ozlimiine ulagihir. Dolayisiyla A = 0 bir 6zdeger degildir ve

karsilik gelen 6zfonksiyonda bulunamaz.

1) A < 0 olsun. Bu durumda r; 5 = £v/—Aolup,

y(1) = 10V 4 cpeV M



olarak bulunur. Smir kosullar uygulandiginda

y(O) = 0= c =—0

y(r) = 0= c=0

olup A = 0 i¢in y = 0 agikar ¢oziimiine ulagihr. Dolayisiyla A < 0 bir 6zdeger degildir ve

karsilik gelen ¢zfonksiyonda bulunamaz.

i73) A > 0 olsun. Bu durumda 7 5 = +iv/ dolup,
y(z) = ¢ cos(VAz) + ¢ sin(VAx)
olarak bulunur. Smir kosullar1 uygulandiginda

y(0) = 0= c1=0

y(m) = 0= ¢ysin(v/Ar) =0

dan \, = n? n = 1,2... 6zdegerler olup, karsilik gelen 6z fonksiyonlarda ¢,,(z) = sin(nz), n =

1, 2... olarak bulunur.
Periyodik Sturm-Liouville Sistemi

p(a) = p(b) olmak iizere bir Sturm-Liouville sistemi

dx dx -~
y(a) =y@) , y'(a) =y'(b)

d (p(a:)@) + (q(z)+As(x)y=0 , a<z<b

seklinde verilmis ise, ona Periyodik Sturm-Liouville Sistemi denir.

Ornek 2.

periyodik Sturm-Liouville sisteminin 6zdeger ve dzfonksiyonlarini bulunuz.



Coziim: Burada p(z) = 1 oldugundan p(—1) = p(1) saglanir. A > 0 igin verilen denklemin
genel ¢oziimii

y(z) = Acos V Az + Bsin vV z

olup simnir kosullarinin uygulanmasiyla

<251n\/x> B=0

ve

@%&m%@A:o

egitliklerinin saglanmahdir. Asikar olmayan bir ¢oziim elde etmek igin
sinvVA=0 , A2+ B2+£0

alinmalidar.

Ay =012, n=1,2,3,..

oz degerleri bulunur be bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise {cosnx} ve {sinnxz}

dir.
A < 0 i¢in 6zdeger ve ozfonksiyon bulunamaz.

A = 0 oldugu zaman y(z) = 1 sistemin agikar olmayan bir ¢tziimiidiir.



