
Özfonksiyonlar ve Ortogonal Fonksiyon Uzayları:

Bir I aralı̆gında reel değerli ve integrallenebilen herhangi iki fonksiyon φ(x) ve ψ(x) olsun.

Eğer

(φ, ψ) =

∫
I

φ(x)ψ(x)ρ(x)dx = 0

sağlanıyor ise φ ve ψ fonksiyonlarına I aralı̆gında ρ (x) ≥ 0 ağırlık fonksiyonuna göre diktirler

denir. φ = ψ alındı̆gızaman φ nin normunu

‖φ‖ =

∫
I

φ2(x)ρ(x)dx

 1
2

elde ederiz.

Özfonksiyon Açılımları:

Herhangi bir düzgün
d

dx

(
p
dy

dx

)
+ (q + λs) y = 0

a1y(a) + a2y
′(a) = 0

b1y(b) + b2y
′(b) = 0


Sturm-Liouville sisteminin özfonksiyonlar dizisi {φk(x)} , [a, b] aralı̆gında parçalısürekli fonksi-

yonlar uzayında tamdır.

[a, b] aralı̆gında bir düzgün Sturm-Liouville sisteminin sınır koşullarınıgerçekleyen herhangi

bir parçalıdüzgün f fonksiyonu mutlak ve düzgün yakınsak bir

f(x) =
∞∑
k=1

ckφk(x)

seriye açılabilir. Burada cn ler sabitlerdir. Serinin her iki yanınıφm(x)ρ(x) ile çarpar ve I

aralı̆gında integre edersek ck katsayıları

ck =

∫
I

f φkρdx∫
I

φ2kρdx
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olarak bulunur.

Örnek 1. f(x) = x fonksiyonunu

y′′ + λy = 0 , 0 ≤ x ≤ π

y(0) = 0 , y(π) = 0

Sturm-Liouville sisteminin özfonksiyonlarıcinsinden seriye açınız.

Çözüm:

Karakteristik denklemimiz,

r2 + λ = 0

olmak üzere karakteristik denklemin kökleri,

r1,2 = ±
√
−λ

bulunur.

i) λ > 0 olsun. Bu durumda r1,2 = ±i
√
λolup,

y(x) = c1 cos(
√
λx) + c2 sin(

√
λx)

olarak bulunur. Sınır koşullarıuygulandı̆gında

y(0) = 0 =⇒ c1 = 0

y(π) = 0 =⇒ c2 sin(
√
λπ) = 0

dan λn = n2, n = 1, 2... özdeğerler olup, kaŗsılık gelen öz fonksiyonlarda φn(x) = sin(nx),

n = 1, 2... olarak bulunur.

λ ≤ 0 için özdeğer ve özfonksiyon yoktur.

f(x) = x fonksiyonunu

f(x) =
∞∑
n=1

cnφn(x)
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şeklinde seriye açalım.

cn =

π∫
0

x sin(nx)dx

π∫
0

sin2(nx)dx

, n = 1, 2...

=
2(−1)n+1

n
, n = 1, 2...

şeklindedir.

O halde istenilen seri,

x = 2

∞∑
n=1

(−1)n+1
n

sin(nx)

olarak bulunur.
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