9. BOYUNA DEMET DINAMIGI
9.1. Girig

Bir dogrusal hizlandirici, hizlandirici alan ile es-fazli hareket eden pargaciga gore
tasarlanir ve bu pargaciga senkronize parcacik denir. Kabul edilebilir bir demet
yogunluguna gore, hizlandirici alan bu senkronize pargacik ¢evresindeki pargaciklar
icin bir geri ¢adirici kuvvet olusturur ve senkronize pargacik etrafindaki pargaciklar
kararli bir yorungede hareket eder. Boyuna geri ¢cagirici kuvvetler ancak pargaciklar
zamanla degisen bir alan ile hizlandirildiginda yaratilabilir ve bu geri gagirici kuvvetler

senkronize pargacik etrafinda enerji-faz salinimlari olustur.

E; *

Sekil 9.1. Enerji-zaman faz uzayinda Ug farkl fazdaki pargcacigin konumiari

Bir elektron dogrusal hizlandiricisinda elektronlar ¢ok kisa surelerde rolativistik hizlara
ulasir ve faz salinimlari azalir. Bir bagka deyisle elektronlar ani bir sekilde salindirici
dalgasinin hizina yaklasir ve yeterli enerjiye ulastiktan sonra yol boyunca sabit kalan
bir fazda hareket eder. Sabitlenmis fazdaki elektronlarin enerjisi fazin degerine ve

hizlandirici alana bagli olarak degisir.

Boyuna odaklama hizlandirici dalganin tepesine yakin bdlgede segilen faz segimi ile
saglanabilir. Sekil 9.1’de goériuldigu gibi zamanla artan bir alan yamacinda olan bir

senkronize pargacik segilirse diger pargaciklar icin bir geri c¢agirici kuvvet

olusturulabilir. Senkronize pargacik hizlandirici oyuga t, = ¢, o siresinde ulasir ve
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AE:eVaCCSin(ps enerjisini kazanir. Burada ¢, senkronize faz, Ya« hizlandirici gerilimi

ve w da RF dalgasinin agisal frekansidir. Bu durumda erken (early) parcaciklar
senkronize parcaciga gore daha az, gec¢ (late) parcaciklar ise daha fazla enerji
kazanacaktir. Bdylece hizlandirilan pargaciklar, senkronize parcacik etrafinda kararli

paketler halinde kalacaktir.

9.2. Boyuna Hareketin Diferansiyel Denklemleri

n. hiicresi senkronize faz ¢, referans parcaciginin kazandigi enerji 4E, ve

senkronize hiz f, icin tasarlanmis Sekil 9.2'deki gibi bir siriiklenme tiipi ve

hizlandirici oyuklarini ele alalim. n. hticre icinde tekil bir parcacigin fazini, enerjisini,

enerji degisimini ve hizini sirasiyla ¢,,E,,0E (4E)ve B, ile tanimlayalim.
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Sekil 9.2. Boyuna hareketi agiklamak i¢in hizlandirici hicrelerin ve pargaciklarin

konumlari
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Senkronize kosulunun saglanmasi i¢in RF oyuklari arasi mesafe;
22, = hB, A (9.1)

kadar; oyuklarin orta noktalari arasindaki mesafe ise

_ N(ﬁs,n—l + ,Bs,n)/l
2

L, (9.2)

kadar olmalidir.

Burada / RF alaninin dalga boyu, h harmonik sayisidir ve N 1-mod dogrusal
hizlandirici igin %2, 0-mod dogrusal hizlandirici igin 1 deg@erini alir”. E§er hizlandirici
oyuklari birbirinden ayri yapilar ise harmonik sayisi dikkate alinir. Bununla beraber

eger hizlandirici yapi ayni oyuk Uzerindeki hiucreler ise N sayisi hesaba katilir.

Sekil 9.2'de aciklandigi gibi hizli parcacik a, oyuga t, <t siiresinde ulasir ve
AE, < AE, kadar enerji kazanir, pargacik b, oyuga t >t, siiresinde ulasir ve
AE, > AE, kadar enerji kazanir ve senkronize parcacik RF alaniyla ideal sekilde salinir

ve diger oyuga ¢, fazinda ulasir. Pargaciklar ikinci oyuga ulastiklarinda a parcacigi

ge¢ pargacik, b pargacigi ise erken parcacik olur. Bu faz salinimina ise sinkrotron

salinimi adi verilir.

Sekil 9.2’ye tekrar donersek, n-1 agikligindan n agikhdina gelen pargaciklar sabit bir
enerjiye sahiptir. RF fazi ise ilerleyen parcaciklarla birlikte,

2€ _ _ . .
n—-1 {n m — mod hizlandirict icin (9.3)

Pn = Pn-1 T @ Pn_ic (0 0—mod hizlandirict igin
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olarak verilir. Burada yari hiicre boyu I, =Ng,, ,4/2 ile verilr. N 1-mod dogrusal

hizlandirici igin %2, 0-mod dogrusal hizlandirici icin 1 dederini alir. n-1 hizlandirma
acikligindan ( hicre ) n. oyuga gelen tekil pargaciklarin senkronize pargaciga gore

fazindaki degisme;

1 1
A(‘P - (Ps)n = Ap, — AQos,n = ZNN.Bs,n—l <.8 - ,8 1) (9-4')
n—-1 sn—

olarak bulunacaktir. sp <<1 igin parantez icindeki terim Taylor serisine agilirsa;

<1 1 ) 5B 55 SE 0.5)
——— ] —— ve = —— .
B Bs s2 mczyssﬁs
kinematik denkligi kullanarak;
En—l - Es,n—l

Alp — @5)n = —21N (9.6)

24,3 2
mc ys,n—lﬁs,n—l

seklinde referans faza gore degdisen fazi iliskilendiren bir diferansiyel denklem elde
edilir. Diger yandan senkronize pargaciga gore diger tekil par¢acigin kazandigi enerji

farki esitligi;
A(E — Eg), = AE — AE,,, = qV(sing, — sing,,) (9.7)

seklinde yazabilir. Burada, g pargacigin yuku ve Eo hizlandirici oyuk i¢inde salinan

alanin genligi, T; gegcis zaman faktori olmak Gzere
V =E,TL, (9.8)

hizlandirma gerilimidir. Salinan alanlarin sigramali yapisini surekli alan olarak ele alip,

n de slrekli degisken olarak tanimlanirsa ( gergekte hizlandirici oyuk sayisi ) alinip;
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d(p — @) d(E — Ey)
Mo —¢s) > ———— ve AE—E)->———" (9.9)
degiskenlerini tamamlanir.
Eksensel uzunluk S=NNA.A tanimiyla Esitlik 9.6 ve 9.7 sirasiyla;
d(p — ¢s) E-E d(E — Ey) . .
v3p3 —Ss —2m mcz/ls ve TS = qE,T[sing — sing,](9.10)
halini alir. Boylece Esitlik 9.10’u birlestirerek;
d d(p — E,T
—[ 3p3 M‘ = _ond OZA (sing — sing;) (9.11)
elde edilir ve daha acik bir sekilde;
d? qE,T
rp L0 sy [© | + 2n IO (sing — sing) =0 (912)

esitligi yazilabilir. Esitlik 9.12 faz hareketi icin dogrusal olmayan ikinci dereceden bir
diferansiyel denklem olarak adlandirilir. Negatif faz, erken pargcacigin RF dalgasinin

tepesine erken ulagmasi anlamina gelir ve uzaysal pargacik koordinatlari arasinda,

-z =ct-t) = -2 (p— ) (9.13)

seklinde bir iligki vardir. Hizlandirici oranini kiiglk olarak degerlendirsek EoT, ¢, ve B,

degerleri sabit alinabilir. Ayrica,
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w=08y="0 A=2E pe p=1RL (9.14)

2’ = 1533 >
mc BsvsA mc

tanimlari yapildiginda Esitlik 9.11 ve 9.12 sirasiyla;

w' =% = B(sing — sing,), @' = i—f = Aw (9.15)

S

d
p'" = d_(f = —AB(sing — sing) (9.16)

halini alacaktir. Burada AB=2mqE,T | mc’f7y2A’ dir. Esitlik 9.16'nin integralini alirsak;

dep' = —AB(sing — sing,)ds (9.17)

ifadesini elde ederiz. ¢’ = d¢p/ ds tanimini kullanarak Esgitlik 9.17’yi , ¢’ ile carpip 9.15

de yerine yazarsak;

Aw?

— + B(cosp — @singg) = H,, (9.18)

ifadesini elde ederiz. Burada Hq, integrasyon sabitidir ve Hamiltonyen olarak
adlandirilir. Denklem 9.14°Un ilk terimi kinetik enerji terimi ve ikinci terim ise potansiyel

enerji olarak adlandirilir. Kolaylikla gésterilebilecegi gibi —n/2<¢, <z/2 araliginda
bir potansiyel kuyusu vardir. Eger —t<¢, <0 araliginda bir hizlandirma varsa,
hizlandirma ve potansiyel kuyusu —7/2<¢,<0 araliginda yer alacaktir. Faz

hareketinin kararli béigesi ¢, <¢<-9,, H(p,)=H(-¢,) denkleminin ¢, ifadesi igin

sayisal ¢6zimunden bulunabilir. Sekil 9.11 boyuna faz uzayi ve potansiyel kuyusunu

gOstermektedir.
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Sekil 9.11. Boyuna faz uzayi ve potansiyel kuyusu

Goralduagu gibi potansiyelin maksimum degeri @ = ¢, ’ te bulunmaktadir. Potansiyelin
maksimum degeri icin 4o'=0 ve Esitlik 9.15'e gére w=0, dolayisiyla ¢ =—¢, igin
B[ —cos(—¢,)—(-¢sing,) |=H, olacaktir, bdylece seperatix (ayirici) (zerindeki
noktalar,

Aw?
7 B(cosp — @singg) = —B[cos(¢s) — (@ssing;)] (9.19)

denklemini saglamalidir. Ayirici pargaciklarin kararli kalabilecegi bolgeyi belirler. Sekil
9.11' de sabit A ve B katsayilari igin gizilmis boyuna faz uzayinda seperatix igerisinde
kalan pargaciklar kararli faz salinimi yapacaktir. Hizlandirici literatirinde seperatix
(ayrici) olarak da adlandirilir ve ayiricinin sinirladigi alan da bucket (kanat) olarak
adlandirilir. Esitlik 9.15’e tekrar donulurse;
21C
p;, =wt, w=—0 AE=E—-E, At=t—t,, E;,=ymc? (9.20)
ne =—1/y?
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bagintilarini kullanarak;

@D _ n. d(AE)
= AE ——— = qE,T[singp — si 9.21
o SR hE ve —gp = akTlsing = sing] (9:21)

seklinde yeniden yazilabilir. Bu iki denklemi birlestirirsek;

d? E,T
— [At] = fcd%0” ———— [sing — sing,] +AE—— ]

9.22
ds? E.B3c cds|E,p3 0.22)

ifadesini elde ederiz. Senkronize pargacigin enerjisi ve hizindaki degisim senkronize

olmayan parcgaciklara gére ¢ok diusikse denklemin sagindaki terim ihmal edilebilir.

9.3. Kiiguk Genlikli Sinkrotron Salinimlari ve Faz Kararlihgi

Klaguk genlikli salinimla anlatiimak istenen senkronize fazdan olan c¢ok kuguk
sapmalardir. Senkronize pargacigin enerjisi ve hizindaki degisim senkronize olmayan

parcaciklara gore ¢ok dusukse Esitlik 9.22'nin sagindaki terim ihmal edilebilir ve
senkronize pargaciktan sapmalar ¢ok kiglk ise (go—gos <<1) sing —sing, ; wAtCoSy,
denkligi ile,

L [AL] + (21Q))*At = 0 (9.23)

seklinde basit bir dogrusal diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklem hizlandirici
yap! dizisi i¢erisinde hizlandirilan parcaciklarin senkronize pargacik civarinda hem

enerji hem de zaman koordinatlarinda kuguk genlikli salinimlarini agiklar.

Buradaki Q’;

2 _ _ qncEoTcoses
2nE B3

(9.24)
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ile verilir ve kiiguk genlikli sinkrotron salinimi ayari olarak adlandirilir. Qsz, hizlandirici
oyuklari arasinda sinkrotron salinimlarinin sayisini verir. Eger eksensel konum s
yerine demet orgusu uzerinde konumlandiriimig (n=s/hﬁ5/1) n. hizlandirici yapiya

gore Esitlik 9.23 ve 9.24 yeniden yazilacak olursa;

2

qn:.hVcosqpg
dn?

2nE B2

[At] + (2mQ,,) At =0 ve Q%= (9.25)

olacaktir. Burada h harmonik sayisi olup hizlandirma alaninin duran ya da suriklenen

dalga olma 6zelliinden bagimsiz tamsayidir. Esitlik 9.23 veya 9.25’in kararli bir
¢6zUmi olabilmesi icin s’ in reel olmasi zorunludur. Bir linak igin momentum
sikistirma faktérinin 71C=—1/ys2 oldugunu tekrar hatirlarsak; kararli faz araldi
—nl2<p<nm/2 oOlacaktir ve aralikta faz denklemi basit harmonik harekete

benzeyecektir. Esitlik 9.21 ve 9.23' U kullanarak ¢ozersek;

Nc

At = Aty cos(2nQ.s) + AEy——————
0 ( Qs ) OansEsﬁsgc

sin(2mQgs)

2nQsEsBic
AE = AE, cos(2mQ,s) + At, n—sm(Zans) (9.26)

c

olacaktir. Denklem 9.26 matris formunda yazilirsa;

. At
[At j|s= cos(27Q,s) B.sin(2zQ,s) {AE}O (9.27)
AE L (270.5) cos(270,s)

L

ifadesi elde edilir. Burada enine harekete benzer sekilde f, boyuna beta fonksiyonu:
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10

LT 2nQEB3c Bsc |2mqBsESEyTcosgq '

olarak tanimlanabilir. Yine, enine harekete benzer sekilde Denklem 9.27’yi kullanarak

bir boyuna hareket sabiti tanimlarsak;

1
— (At)? + B, (AE)? = sabit = g (9.29)
L

olacaktir. Burada, ¢, boyuna emittans olarak adlandirilir. Boyuna faz uzayi Esitlik
9.29'dan gorulecegi gibi 4E ve At degiskenleri ile belirlenir. Boyuna faz uzayinin

sematik gorunuma Sekil 9.12' de verilmistir ve elipsin alani 7e_ ’ dir.

L .&E
——(AE) = :’.E_i
max \ ﬁL

/1N

| At

Vs

=~€1By

max

Sekil 9.12. Boyuna faz uzayi ve elipsin boyutlari

Parcaciklardan olusan bir demetin emittansi;

1
€zrms = E\/Z{\Izl tiz €V21 Elz (9.30)

ile enine harekete benzer sekilde hesaplanir.
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