2.4.3 Ters Trigonometrik Fonksiyonlar

Onceki kesimde belirtilen biitiin trigonometrik fonksiyonlar peryodik olduklarin-
dan goriintii kiimesindeki her degeri sonsuz noktada alirlar. Boylece trigonometrik
fonksiyonlar birebir degildirler ve dolayisiyla ters fonksiyona sahip olmazlar. An-
cak trigonometrik fonksiyonlar birebir olacak gekilde belli bir araliga kisitlanirsa
ters fonksyonlarindan bahsedilebilir. Once siniis fonksiyonu ile baslayalim.

f(z) = sinz fonksiyonu [-7, 7] araligina kisitlanir ve deger kiimesi olarak
[-1,1] almirsa bu fonksiyon birebir ve orten olur. Bu fonksiyonun tersine
arksiniis fonksiyonu denir ve arcsin veya sin~! ile gosterilir. f ve f~! fonksiyon-
lariin grafikleri y = x dogrusuna gore simetrik oldugundan bu ters fonksiyonun
grafigide cizilebilir. Ters foksiyonun tamm kiimesi [—1,1] araligi ve goriintii
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kiimesi ise [~ 7, 5] arahgidir.
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fHz)=sin"(z), —1<z<1

f(x)zsinx, _%ng
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Bu agiklamalara gore y = arcsinz ifadesinde z € [~1,1] ve y € [-F, F] ol-
malidir.

Ornek 41 arcsin% ve Sin_l(fT) ifadelerini hesaplayinaz.

Ornek 42 cos(arcsinz) ifadesini sadelestiriniz.

f(z) = cosz fonksiyonu [0, 7] araligma kisitlamir ve deger kiimesi olarak
[—1, 1] alimirsa bu fonksiyon birebir ve 6rten olur. Bu fonksiyonun tersine arkkos-
intis fonksiyonu denir ve arccos veya cos™! ile gosterilir. Ters foksiyonun tanim
kiimesi [—1, 1] aralig1 ve goriintii kiimesi ise [0, 7] araligidir.

X

f(z)=cosz,0<z <7 fHz)=cos™(z), —1<2<1
Bu agiklamalara gore y = arccos z ifadesinde x € [—1, 1] ve y € [0, w] olmaldur.

Ornek 43 arccos1 ve cosfl(fé) ifadelerini hesaplayimiz.
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Ornek 44 arccos z+arccost = arccos(zt—+/(1 — 22)(1 — t2)) esitliginin dogru-
lugunu gésteriniz.

m™ T

f(z) = tanx fonksiyonu (-7, %) arahigma kisitlanirsa bu fonksiyon birebir
ve orten olur. Bu fonksiyonun tersine arktanjant fonksiyonu denir ve arctan
veya tan~! ile gosterilir. Ters foksiyonun tanim kiimesi R ve gériintii kiimesi ise

(=%, %) arahgidr.
Y y
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f(x) =tanz, — 5 <2 <3 fi(z) =tan " (z),z €R

Bu agiklamalara gore y = arctan z ifadesinde z € R ve y € (—=F, §) olmahdur.

Ornek 45 arctan(—\/g) ve tan"' 1 ifadelerini hesaplayinaz.

Ornek 46 sec?(arctanz) ifadesini sadelestiriniz.

Ornek 47 tan(cos™'z) = ¥ 1;m2 ve sin(arctanz) = =z egitliklerinin dogru-

lugunu gdsteriniz.

f(z) = cot z fonksiyonu (0, 7) araligina kisitlanirsa bu fonksiyon birebir ve
orten olur. Bu fonksiyonun tersine arkkotanjant fonksiyonu denir ve arccot veya
cot ™1 ile gosterilir. Ters foksiyonun tanim kiimesi R ve goriintii kiimesi ise (0, )
araligidir.

Y
P ' 4
-1 X
fl@)=cotz,0<ax<m fYz) =cot™(z), z €R

Bu agiklamalara gore y = arccot z ifadesinde € R ve y € (0, 7) olmalidir.

Ornek 48 arccot v/3 ve cotfl(f%) ifadelerini hesaplayimiz.

Benzer diigtincelerle f(z) = secx fonksiyonu [0, 7]\{7} kiimesine kisitlanir
ve deger kiimesi olarak (—oo,1] U [1,00) alimrsa birebir érten olur. Bunun
ters fonksiyonuna arcsekant fonksiyonu denir ve arcsec veya sec™! ile gosterilir.
Yine f(x) = cscx fonksiyonu [—7, T]\{0} kiimesine kisitlanir ve deger kiimesi
olarak (—oo, —1] U [1,00) alinirsa birebir érten olur. Bunun ters fonksiyonuna
arckosekant fonksiyonu denir ve arccsc veya csc™! ile gosterilir.
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Ornek 49 0 <z <1 iginsin 'z +cos ' = 5 oldugunu gésteriniz.

Ornek 50 f(x) = arcsinz ve g(z) = arctanz fonksiyonlarin tek fonksiyon
olduklarini gésteriniz.

Ornek 51 cos™'(—z) = m — cos~ 'z oldugunu gésteriniz.

Ornek 52 f(x) = arctan(sinz) fonksiyonu peryodik midir?

Ornek 53 Asajida verilen fonksiyonlarn tanim kimelerini bulunuz.
1. f(x) = arcsin §

2. g(x) = arctan “1

3. h(xz) = arccot/x — 1

o0 . 2 . 5 . .. o ..
Ornek 54 arcsin Ty T arcsin ifadesinin degerini bulunuz.

Ornek 55 tan(arcsin %) ifadesinin degerini hesaplayiniz.

2.5 Ustel, Logaritmik ve Hiperbolik Fonksiyonlar
2.5.1 Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

Matematik ve miihendislikte en sik kullanilan fonksiyon cesitlerinden ikisi iistel
ve logaritmik fonksiyonlardir. Bu kesimde bu fonksiyonlar1 tanmitacak ve baz
temel ozelliklerini inceleyecegiz. Onceki kesimlerde f(z) = 22 gibi (yani tabam
deigken x, kuvveti sabit 2 sayisi olan) fonksiyonlar: ele aldik. Burada ise tabani
2 gibi sabit bir say1 ve {issii « gibi degigsken olan g(z) = 2% gibi fonksiyonlar
goz oniine alacagiz. Bilindigi gibi f ye bir kuvvet fonksiyonu denir. g ye ise bir
iistel fonksiyon adimi verecegiz. Bu iki fonksiyon birbiri ile karigtirilmamalidir.

Tamim 56 a pozitif sayist 1 den farkl bir sayr olmak dizere f(x) = a® bigiminde
tanimlanan fonksiyona bir tstel fonksiyon ady verilir.

Ornegin y = 2%, y = 37%, y = 45 birer iistel fonksiyondurlar ancak y =
(—3)* tistel foksiyon degildir.

Ustel fonksiyonlarin tanim kiimesi R dir. Her z reel sayisi icin a® > 0 ola-
cagindan iistel fonksiyonlarin goriintii kiimesi ise (0,00) araligidir. Dolayisiyla
iistel fonksiyonlarin grafigi daima = ekseninin iistiindedir.

f(z) = a® tistel fonksiyonu verilsin. Eger a > 1 ise 21 < 2 igin a™' < a®2
olacagindan f artan olur. Eger 0 < a < 1ise x1 < x5 igin a®™ > a®2 olacagindan
f azalan olur. Bu fonksiyonun grafigi @ nin durumlarina gére agagida verilmistir.
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a>1ic¢in y =a” 0<a<liginy=ad"

Biitiin iistel fonksiyonlar y eksenini (0, 1) noktasinda keser. 2 ekseni ise bu
fonksiyonlar igin asimptottur. Ayrica iistel fonksiyonlarin birebir olduklarii
gormek de kolaydir.

a > 1icin y = a” iistel fonksiyonlarinin grafikleri benzer sekle sahip olduklar:
ve hatta (0, 1) noktasindan gegtikleri halde aralarinda ince farkliliklar vardir. x
artarken a biiyiidiikge grafigin egimi de artar. Asagidaki sekilde y = 2%, y = 37,
y = 5% ve y = (1.2)* fonksiyonlarimin grafikleri sirasi ile sar1, kirmizi, mavi ve
yesil renklerde ¢izilmigtir.

N

N

-
-
X L

-1

Ornek 57 y = 3—2% fonksiyonunu grafigini ¢iziniz, tanvm ve gorinti kiimesini
bulunuz.

Ornek 58 f(z) = 2% finksiyonu ile g(z) = x? fonksiyonlarman grafiklerini
ayni koordinar siteminde ¢izerek karsilagtiriniz. x in biyik degerleri i¢in hangi
fonksiyon daha hizl biiyimektedir.

40
y 30
20
10

X L

Matematikte en sik duyulan irrasyonel sayilarin baginda = = 3.14159---
sayist gelmektedir. Kalkiiliis ve uygulamali matematikte ise yine bir irrasyonel
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say1 olan e = 2.71828--- sayis1 w sayisindan cok daha 6nemli bir rol oynar.
Klasik olarak e sayis1, z pozitif yonde smirsiz artarken f(z) = (1+ 1)* fonksiy-
onunun yaklagtigi say1 olarak tanimlanmaktadir. Simdi e sayisi i¢in farkli bir
bakig agisi inceleyelim. Bilindigi gibi tiim {istel fonksiyonlar y eksenini (0, 1) nok-
tasinda kesmektedirler. Ancak y = a” iistel fonksiyonunun y eksenini kestigi bu
noktadaki tegetlerinin egimleri farklilk gostermektedir. Ornegin y = 2% in (0, 1)
noktasindaki tegetinin egimi m = 0.7 ve y = 3" in (0, 1) noktasindaki tegetinin
egimi ise m =~ 1.1 dir. Kalkiiliisteki pek ¢ok formiiliin y = a* in (0,1) nok-
tasindaki tegetinin egiminin tam 1 olacak sekilde segildiginde ¢ok basit olacag:
goriilmektedir. Bu ozellige uygun bir say1 vardir ve bu e harfi ile gésterilmekte-
dir. Buradan e sayisinin 2 ile 3 arasinda oldugu anlagilmaktadir. Bu sayinin ilk
beg basamag1 yukarida verilmigtir.

e tabaninda verilen iistel fonksiyona dogal iistel fonksiyon denilmektedir.
f(z) = € dogal iistel fonksiyonu bazen f(x) = exp(z) bi¢iminde de goster-
ilmektedir.

Ornek 59 f(z) = e in grafiginden yararlanarak g(z) = e~ —1, h(z) = 3—¢®
fonksiyonlarinin grafiklerini ¢iziniz, tanim ve gorinti kimelering bulunuz.

Tanim 60 f : R — (0,00) f(z) = a® dstel fonksiyonunun birebir ve orten
oldugu bilinmektedir. Burada a > 0 ve a # 1 olmasi gerektigine dikkat edilme-
lidir. Bu fonksiyon birebir ve érten oldugundan f=': (0,00) — R tersi vardar.
Bu ters fonsiyona a tabanina gore logaritma fonksiyonu ady verilir ve log, ile
gosterilir. Buna gore log, x ifadesini taniml olmast i¢in a > 0, a # 1 ve x > 0
olmasy gerekir.

Ters fonksiyon igin
y=f"=) o= [

denkligini kullanirsak
y=log,x < x=a’ (5)

denkligini elde ederiz. Ornegin log,32 = y < 32 = 2Y ifadesinden y = 5
bulunur. Yani log, 32 = 5 olur. Bu diisiince ile baz1 sayilarin logaritmas: hesa-
planabilir.

f ve f~! fonksiyonlan ile ilgili f~!(f(z)) = x (burada z tanmim kiimesine
ait) ve f(f~!(z)) = z (burada x goriintii kiimesine ait) esitlikleri goz oniine
alindiginda

log,(a®) =z, t €Rve a!®®«® =2, 2> 0

esitliklerinin varlig1 elde edilebilir.

f ve f~! fonksiyonlarinin grafikleri y = 2 dogrusuna gore simetrik olduk-
larindan y = log, « fonksiyonunun grafigi @ nin durumlarina gore kolayca ¢izilebilir.
Tiim logaritma fonksiyonlarinin grafiklerinin (1, 0) noktasindan gegtigine dikkat
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ediniz.

a>1ig¢iny =log, x 0<a<liciny=1log,x

Ustel fonksiyonun ilgili ozellikleri ve (5) denkligi kullanilarak logaritma fonksiy-
onu ile ilgili agagidaki 6zellikleri elde edebiliriz.

1. log,a=1
2. log,1=0
3. log,(zy) =log, = +log, y
4. log,(¥) =log, z —log, y
5. log,(z") = rlog, z (r € R)
Ornek 61 log, 80 — log, 5 ifadesinin degerini bulunuz.

Ustel fonksiyonda oldugu gibi e say1s1 tabaninda verilen logaritma fonksiyonu
ayr1 bir éneme sahiptir. e tabanina gore verilen logaritma fonksiyonuna dogal
logaritma denir ve 6zel bir gosterimi vardir. log, x = In x ile gosterilir. Buradan

y=lnzr s x=-¢Y

denkliginin varlig: ile 6zel olarak Ine = 1 oldugu goriilmektedir. 10 tabaninda
yazilan logaritma icin kicasa log,, yerine sadece log yazilacaktir.

Ornek 62 €537 = 10 denklemini ¢oziniiz.

Ornek 63 y = Inx fonksiyonunun grafiginden yararlanarak y = In|z|, y =
ln(%), y =In(x — 2) — 1 fonksiyonlarimn grafiklerini ¢iziniz.
Inbd

Ornek 64 log, b = 113?2 egitliginin varhgmy gésteriniz. Buradan log, b = o2

egitligi yazilabilir mi?

Ornek 65 Asagida verilen fonksiyonlarm tanvm kiimelering bulunuz.
1. f(z) =In(z? —9)
2. f(x) = In(a?® — 2x)
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Ornek 66 f(z) =In(x + 22 + 1) fonksiyonunun tek fonksiyon oldujunu gés-
teriniz.

Ornek 67 Asajidaki fonksiyonlarm tersi igin bir formil bulunuz.

Ornek 68 f(z) = In(4—z?) fonksiyonunun tanvm ve gérinti kiimesini bulunuz.

Ornek 69 Asagrdaki denklem ve egitsizliklerin ¢ozim kiimelerini bulunuz.

1. In(lnz) =1
e
3 Inz—In(z—-1)=1
4. Inz > -1
5. €273 > 4
Ornek 70 f(z) = ln(ﬁ—i) fonksiyonunun tanwm kimesini bulunuz. x ve y

ian‘zm kiimesine ait iken f(ﬁ;%) = f(x) + f(y) esitliginin saglandigine gos-
eriniz.

2.5.2 Hiperbolik Fonksiyonlar ve Tersleri

Kalkiiliis ve uygulamali matematikte e* ve e~* fonksiyonlarimin baz iglemlerle
bir araya getirilmesinden olugan fonksiyonlara ¢ok sik rastlamilmaktadir. Bun-
larin en 6nemlileri hiperbolik fonksiyonlardir. Temel hiperbolik fonksiyonlar
y = €” dogal iistel fonksiyonunun tek ve ¢ift pargalar: olarak tanimlanmaktadir.
Bilindigi gibi, simetrik bir kiime iizerinde tanimlh her f fonksiyonu i¢in

f(@) + f(=2) f(x) = f(=2)

e
—_— —_—
Qift Parca Tek Parga
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esitligi yazilabildiginden, boyle bir fonksiyon daima biri tek biri ¢ift olan iki
fonksiyonun toplami geklinde yazilabilir. Buradan hareketle f(z) = e* fonksiy-

et —e *

onunun tek pargasi olan g(z) = fonksiyonuna hiperbolik siniis fonksiy-

onu denir ve sinh x ile gosterilir. Yine f(z) = e® fonksiyonunun ¢ift pargasi olan

x —Z
h(z) = ete” fonksiyonuna hiperbolik kosiniis fonksiyonu denir ve cosh x ile
gosterilir. Yani
r _ ,—T x —x
sinhz = % ve coshz = % (6)

olur. Buna gore y = sinhz fonksiyonunun tanim ve goriintii kiimeleri R dir.
y = cosh x fonksiyonunun ise tamim kiimesi R, goriintii kiimesi [1, 00) araligidir.
(6) esitliklerinden sinh 0 = 0 ve cosh 0 = 1 oldugu goriilebilir. Bu fonksiyonlarin
grafikleri agagida ¢izilmigtir.

Y at
2 -

-4 -2 2 4 -4 2 2 4
2+ X 2+ X
4+ 4+

g(x) =sinhz h(z) = coshz

Trigonometrik fonksiyonlarda oldugu gibi sinh x ve cosh z e bagl olarak yeni
hiperbolik fonksiyonlar tanimlanmigtir. Buna goére

inh T _ ,—x
tanhz = 2 — e“ ¢ — (Tamm kiimesi R, goriintii kiimesi (—1,1))
coshz e*4e™®
coshz e*+4e™*
the = = Tanm kitmesi R\{0}, gorimtii kiimesi R\[—1, 1
cothz he ~ ot — o= (Tamim kiimesi R\{0}, goriintii kiimesi R\| D
1 2
sechr = =— — (Tanim kiimesi R, goriintii kiimesi (0, 1])
coshz e*4e™®
1 2
cschr = Soha ~ o —o=r (Tamm kiimesi R\{0}, goriintii kiimesi R\{0})

seklinde tanimlanmir. Hiperbolik fonksiyonlar periyodik olmamalarina ragmen
trigonometrik fonksiyonlarda oldugu gibi pek c¢ok ozdeglige sahiptirler. y =
sinhz in tek fonksiyon, y = coshz in ¢ift fonksiyon olduklarinin géz 6niine
alinmasi ve yukaridaki esitliklerin kullanilmasiyla hiperbolik fonksiyonlarla ilgili
ozdesilikleri elde edebiliriz. Ornegin

T —z\ 2 x _ -\ 2
cosh? z — sinh? ¢ = (6—1_6> — (ee> =1



olur. Yine

cosh(z +y) = coshxcoshy + sinhasinhy
1—tanh®’z = sech’x

cosh2z = cosh®z +sinh®z

sinh2x = 2sinhzcoshzx

esitlikleri ve daha fazlasi elde edilebilir.

y = sinh = fonksiyonu R den R ye birebir ve 6rten bir fonksiyon oldugundan
ters fonksiyonu vardir. Bu ters fonksiyon arcsin h veya sinh ™ ile gosterilir. y =
cosh z fonksiyonu R iizerinde birebir degildir. Ancak [0, 00) araligina kisitlanir
ve deger kiimesi olarak [1, 00) alinirsa birebir érten olur. Bunun ters fonksiyonu
ise arccos h veya cosh™! ile gosterilir. Diger hiperbolik fonksiyonlarinda uygun
araliklara kisitlanarak terslerinden bahsedilebilir.

y =sinh™ z ve y = cosh™! z fonksiyonlarmn grafikleri agagida verilmistir.

Y at Y at
2+ 2+ /
4 - 1 2 4 -4 2 1 2 4
24 X 2+ X
-4+ 4+
Yy = sinh~!x Yy = cosh Tz

Hiperbolik fonksiyonlar dogal iistel fonksiyonlar cinsinden yazildigindan ters
hiperbolik fonksiyonlarda dogal logaritma fonksiyonu cinsinden yazilabilir.

f@=e = fla)=Ie
! !

. — -1
sinhz = —  sinh™ "z =7

e“—e

2

6:‘/76_7/

Ornegin y = sinh™' z ifadesi £ = sinhy ye denk oldugundan z =
veya e?¥ — 2ze¥ — 1 = 0 yazilabilir. Buradan e’ = z + Va2 +1 (e¥ > 0 ve
x — V2?2 +1 < 0 oldugundan e¥ # & — v22 + 1 oldugu goz 6niine alinmahdir.)
bulunur. Béylece y = In(x + vz2 + 1) elde edilir. Yani

sinh™'z =1In(z + a2+ 1), z €R
olur. Benzer diigiince ile

cosh ™'z =In(z+Va2—-1),z>1

oldugu gosterilebilir.
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