
3. HAC·IM HESABI
Bu kesimde belirli integral yard¬m¬yla kat¬ cisimlerin hacmini hesaplamak

için kullan¬lan yöntemlereden üçü üzerinde duraca¼g¬z. Bir cismin hacmini bul-
maya çal¬̧st¬¼g¬m¬z zaman karş¬laşt¬¼g¬m¬z problem, alan hesaplarken karş¬laşt¬¼g¬m¬z
problemin ayn¬s¬d¬r.

·Ilk olarak Silindir denilen cismi düşünerek başlayal¬m. Genel olarak Silindir,
bir düzlemsel e¼grinin s¬n¬rlad¬¼g¬ bölgenin kendisine dik bir do¼gru veya eksen
boyunca hareket ettirilerek elde edilen bir kat¬cisimdir. Silindirlerin bu eksene
dik olan tüm arakesitleri büyüklük ve şekil olarak ayn¬d¬r.

Kapal¬bir e¼gri taraf¬ndan s¬n¬rlanan düzlemsel bölgenin alan¬A br2 olsun.
Bu bölge kendisine dik bir do¼gru boyunca h birim hareket ettirildi¼ginde bir
silindir elde edilir. O zaman bu silindirin hacmi V = Ah br3 olarak tan¬mlan¬r.
Yani böyle bir silindirin hacmi taban alan¬ ile yüksekli¼gin çarp¬m¬d¬r. Özel
olarak taban, yar¬çap¬r olan bir daire ise silindirin hacmi V = �r2h br3 olur.
Taban, kenar uzunluklar¬a ve b olan bir dikdörtgen ise hacim V = abh br3 olur.
3.1 Kesit Yöntemi
Silindir olmayan bir S cismin hacmini bulmak için dilimleme veya kesit yön-

temi denilen tekni¼gi kullan¬r¬z. Önce S yi parçalara ay¬r¬r ve her parçan¬n
hacmini yaklaş¬k olarak veren bir silindir al¬r¬z. Bütün silindirlerin hacimleri
toplam¬S nin hacminin yaklaş¬k de¼gerini verir. Parçalar¬n say¬s¬n¬n gittikçe
artt¬¼g¬bir limit alma i̧slemi ile S nin kesin hacmini buluruz. O halde hacim

V =

Z b

a

A(x)dx

olur. Burada A(x), S cisminin [a; b] aral¬¼g¬ndaki x noktas¬ndan x-eksenine dik
düzlemle elde edilen kesitinin alan¬d¬r.
E¼ger S cismi y-ekseninde c ve d noktalar¬aras¬na yerleştirilmi̧s ise benzer

düşüncelerle hacmi

V =

Z b

a

A(y)dy

olur.

Example 1 Yüksekli¼gi h ve taban¬n¬n bir kenar uzunlu¼gu a olan kare tabanl¬
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dik piramidin hacmini bulunuz.
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[0; h] aral¬¼g¬nda bir y noktas¬ndan al¬nan kesitin de bir kare olaca¼g¬aç¬kt¬r. bu
karenin bir kenar¬s birim ise

s

a
=
h� y
h

veya s = a
h (h� y) dir. O zaman

A(y) = s2 =
a2

h2
(h� y)2

olur. Böylece piramidin hacmi

V =

Z h

0

A(y)dy =

Z h

0

a2

h2
(h� y)22dy

=
a2

h2

�
�1
3
(h� y)3

�h
0

=
1

3
a2h br3

olarak bulunur.

3.2 Disk Yöntemi
Bu yöntem dönel cisimlerin hacimlerini hesaplamada kullan¬l¬r ve yukar¬da

bahsedilen kesit yöntemine dayanmaktad¬r. Düzlemsel bir bölgenin düzlem için-
deki bir eksen etraf¬nda döndürülmesi ile elde edilen kat¬cisme dönel cisim denir.
y = f(x) e¼grisi x = a ve x = b do¼grular¬ve x-ekseni taraf¬ndan s¬n¬rlanan böl-
genin x-eksenietraf¬nda döndürülmesi ile oluşan dönel cismin hacmini bulal¬m.
[a; b] aral¬¼g¬ndaki herhangi bir noktadan al¬nan kesit daima bir daire olur. Ke-
sitin al¬nd¬¼g¬noktan¬n apsisi x ise kesitin alan¬

A(x) = �(yar¬çap)2 = � [f(x)]2

olaca¼g¬ndan cismin hacmi

V =

Z b

a

A(x)dx = �

Z b

a

[f(x)]
2
dx

olarak bulunur. Benzer şekilde x = g(y) e¼grisi, y = c ve y = d do¼grular¬ile y-
ekseni taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin y-ekseni etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan
dönel cismin hacmi

V = �

Z d

c

[g(y)]
2
dy
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olur.

Example 2 y =
p
x e¼grisi ile y = 1 ve x = 4 do¼grular¬aras¬nda kalan bölgenin

y = 1 do¼grusu etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan dönel cismin hacmini bulunuz.
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[1; 4] aral¬¼g¬ndaki x noktas¬ndan al¬nana dairesel dik kesitin yar¬çap¬
p
x � 1

olaca¼g¬ndan kesitin alan¬

A(x) = �(yar¬çap)2 = �
�p
x� 1

�2
olur. O zaman dönel cismin hacmi

V =

Z 4

1

A(x)dx = �

Z 4

1

�p
x� 1

�2
dx =

7

6
� br3

olarak hesaplan¬r.

3.3 Kabuk Yöntemi
Baz¬hacim problemlerini, şimdiye kadar kullan¬lan kesit ve disk yöntemleri

ile hesaplamak çok zordur. f fonksiyonu [a; b] üzerinde sürekli ve bu aral¬ktaki
her x için f(x) � 0 olsun. Üstten y = f(x) e¼grisi, alttan x-ekseni ve sol ve
sa¼gdan s¬ras¬ile x = a ve x = b do¼grular¬ile s¬n¬rl¬bölge R ve R nin y-ekseni
etraf¬nda döndürülmesi ile oluşan cisim S olsun.
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[a; b] aral¬¼g¬n¬
a = x0 < x1 < � � � < xn�1 < xn = b

özelli¼gine uygun noktalar ile n tane alt aral¬¼ga bölelim. Her bir alt aral¬¼g¬n
geni̧sli¼gi �xk = xk � xk�1 d¬r. Bu noktalardan geçen ve x-ekesnine dik do¼gru-
lar seçelim. Bunlar R bölgesini n tane şeride ay¬r¬r. Bu şeritlere R1; R2; � � �Rn
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diyelim ve tipik bir Rk şeridini göz önüne alal¬m. Bu şeridin y-ekseni etraf¬nda
döndürülmesi ile oluşan cisim Sk ise S cisminin hacmi Sk lar¬n hacimleri toplam¬d¬r.
Yani

V = V1 + V2 + � � �Vn

=
nX
k=1

Vk

olur. Genel olarak Sk bir silindirik kabul olmamas¬na ra¼gmen (Çünkü Rk tam
olarak dikdörtgen de¼gildir) bir silindirik kabu¼gu and¬r¬r ve böylece şerit ne kadar
ince seçilirse Sk bir Silindirik kabu¼ga o kadar benzer. Sonuçta k y¬nc¬alt aral¬¼g¬n
orta noktas¬x0k =

xk+xk�1
2 olmak üzere Sk n¬n hacmi

Vk �= 2�(ortalama yar¬çap)(kal¬nl¬k)(yükseklik)

= 2�
xk + xk�1

2
(xk � xk�1)f(

xk + xk�1
2

)

= 2�x0kf(x
0
k)�xk

olur. Böylece S cisminin hacmi

V =

nX
k=1

Vk

�=
nX
k=1

2�x0kf(x
0
k)�xk

Şeritlerin say¬s¬n¬maks�xk ! 0 olacak şekilde art¬r¬rsak

V = lim
maks�xk!0

nX
k=1

2�x0kf(x
0
k)�xk

olur ki bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬bir belirli integraldir. O hlde

V = 2�

Z b

a

xf(x)dx

= 2�

Z b

a

(Kabuk Yar¬çap¬)(Kabuk Yüksekli¼gi)dx

olur. Burada ortalama yar¬çap¬n negatif olmamas¬gerekti¼gine dikkat edelim.
E¼ger x0k =

xk+xk+1
2 negatif olursa hacim

V = 2�

Z b

a

jxj f(x)dx

= 2�

Z b

a

(Kabuk Yar¬çap¬)(Kabuk Yüksekli¼gi)dx

ile hesaplanmal¬d¬r.
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Example 3 y = 2x2 � x3 e¼grisi ile x-ekseni aras¬nda kalan bölge y-ekseni
etraf¬nda döndürülerek oluşturulan kat¬cismin hacmini bulal¬m.

V = 2�

Z 2

0

xf(x)dx

= 2�

Z 2

0

x(2x2 � x3)dx

=
16

5
� br3:
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