4. GENELLESTIRILMIiS INTEGRALLER

Bu kesimde belirli integral kavramini, araligin sonsuz oldugu ve f nin [a, b]
tizerinde sonsuz siireksizligi (dolayisiyla simirsiz) oldugu durumlara genislete-
cegiz. Her iki durumda da integrale genellegtirilmis integral (has olmayan inte-
gral) ad1 verilir. Bu tiir integraller uygulamada siklikla kargimiza gikar Genellegtir-
ilmis integraller ii¢ guruba ayrilir. Ornegin,
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integraleri genellestirilmis integralleredir, ancak herbiri farkli ¢zelliklere sahip-
tir. Birinci integralde integral araligi sonsuz, ikincisinde integrant sinirh degil,

iigiinciisiinde ise bu durumlarin her ikisi mevcuttur.
4.1 Birinci (I.) Cesit Genellestirilmis Integraller

Definition 1 Sonsuz bir aralik tizerinde tanimly sinarle fonksiyonlarin integra-
line birinci tip genellestirilmas integral denir.

1. Eger f fonksiyonu [a,00) araliginda siirekli ise
[e'S) b
/ fl@)dx = blim f(z)dz,
2. Eger f fonksiyonu (—oo,b] araliginda sirekli ise
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/ f(z)dz = lim f(z)dz,
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3. Eger f fonksiyonu (—o0,00) araliginda sirekli ise

/Z flx)dx = /COO f(z)dz + /:o F(x)dz

Herbir durumda limit sonlu ise genellegtirilmis integral yakinsaktir ve limit
degeri integralin degeridir. Eger limit yoksa genellestirilmis integral wraksaktar.
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Example 2 floo @ integralinin yakinsak yada wraksak oldugu belirleyiniz.
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oldugundan verilen integral wraksaktr.

4.2 Birinci Cesit Genellestirilmis Integraller icin Yakinsaklik Test-
leri

Asagidaki testler integrasyon sinirlarinin birinin co olmasi halinde verilmistir.
Diger durumlarda benzer testler verilebilir.



Theorem 3 (Karsilagtirma Testi) « > a i¢in 0 < f(z) < g(x) olsun.

durumda
o [ g(x)dx yakwmsak ise [° f(x)dx de yakinsaktor.

o [ f(z)dz waksak ise [ g(x)dx de waksaktur.

Example 4 [ -2 integrali i¢in 0 < 27 < L olup
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oldugundan kargilastirma testine gore f(;)o efj’il integrali yakinsaktar.

Theorem 5 (Limit Testi) lim, .o 2 f(z) = 7 olsun. O zaman [ f(x

integrali
e p > 1 vey sonlu ise yakinsaktur.

o p <1 ve~y#0 ise waksaktur.
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Example 6 fooo Toipas da integrali verilsin.
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olup p=2 very = i oldugundan fooo ﬁdm integrali yakinsaktir.

4.3 Ikinci (I1.) Cesit Genellestirilmis Integraller
1
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Birinci bolgede y = 7z egrisi altnda x = 0 dan = 1 e kadar olan bolgeyi

diistinelim. Oncelikle a dan 1 e kadar olan kismin alanini bulalim.
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olur. Sonra a — 07 iken bu alanin limitini hesaplayalim.
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olur. O halde egri altinda 0 dan 1 e kadar olan alan sonludur ve agagidaki gibi
tanimlanir.
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Bu 6rnek te oldugu gibi, sonlu bir aralikta pozitif olmasi gerekmeyen sinirsiz
bir f fonksiyonunun aralik iizerindeki integralini sinirli oldugu aralik iizerindeki

integrallerinin limiti olarak tanimlariz.

2.

Definition 7 Sonlu bir aralikta bir noktada sinwrsiz olan fonksiyonun integra-
line II. tip genellestirilmis integral denir.

1. Eger f fonksiyonu (a,b] araliyinda sirekli ve a da siireksizse

/abf(x)dx: lim /tbf(x)dx,
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2. Eger f fonksiyonu [a,b) araliganda siirekli ve b de siireksizse

/abf(x)da;: lim /:f(x)d:c,
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3. Eger [ fonksiyonu a < ¢ < b olmak tzere ¢ noktas: hari¢ [a,b] aralbginda

stirekli ise , . ,
| r@n= [ g@e+ [ s

Herbir durumda limit sonlu ise genellegtirilmig integral yakinsaktir ve limit
degeri integralin degeridir. Eger limit yoksa genellestirilmis integral wraksaktar.

Example 8 f; integralinin yakinsak olup olmadigine aragtiriniz.
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oldugundan verilen integral yakinsaktur ve dejeride 2v/3 diir.
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Example 9 f02 ——dx integralinin yakinsakhk durumunu inceleyiniz.
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Bu integralde integrant « = 0 noktasinda simirsiz gibi goriinse de
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oldugundan integral belirli integraldir. Belirli integraller her zaman yakinsak
oldugundan verilen integral yakinsaktir.

4.4 ikinci Cesit Genellestirilmis Integraller i¢in .Yakinsaklik Test-
leri

Asgagidaki testler f fonksiyonunu [a,b] araliginda sadece = a noktasinda
sinirsiz oldugu hal igin verilmigtir. Diger durumlar i¢in benzer sonuclar elde
edilebilir.



Theorem 10 (Karsilagtirma Testi) a < z < b i¢in 0 < f(x) < g(z) olsun.
Bu durumda

. fabg(:c)dx yakinsak ise fab f(x)dz de yakwnsaktur.

o ff f(x)dx waksak ise f:g(m)da: de wraksaktor.

Example 11 ff \/% integrali verilsin. x > 1 i¢in 0 < \/ﬁ < ;71 olup
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oldugundan karsilastirma testine gore ff’ \/% integrali yakinsaktar.

Theorem 12 (Limit Testi) lim,_ ,+(z—a)?f(z) = v olsun. O zaman ff f(z)dx
integrali

e p < 1 vey sonlu ise yakinsaktur.

e p>1 very#0 ise waksaktur.
Example 13 f15 ﬁdm integrali verilsin.
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olup p = % ve 7y = % oldugundan ff ﬁdm integrali yakinsaktr.

4.5 Ugiincii Cesit Genellegtirilmis Integraller
Bir integral hem I. gesit hem de II. gesit genellestirilmis integral ise bu inte-
grale ticiincii cesit genellestirilmis integral denir. Ornegin,
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integralli iigiincii gesit genellestirilmis integral olup bu integral uygun araliklara
boliinerek I. gesit ve II. cesit integrallerin toplami olarak ifde edilebilir. Burada
integrallerden en az biri iraksak ise integral iraksak ve tiim integraller yakinsak
ise integral yakinsaktir.



