Bolum 5

Kutupsal Koordinatlar ve Kutupsal
Koordinatlarda Egri Cizimi

Kartezyen koordinat sistemini kullanarak diizlemde bir noktanin yerini belirtebiliriz. Bu
boliimde diizlemde bir noktanin yerini belirtmenin bir bagka yolu olarak kutupsal koordi-
nat sistemini ele alacagiz ve egrilerin kutupsal koordinat sisteminde nasil ¢izilecegini in-
celeyecegiz.

5.1 Kutupsal Koordinatlar

Tanmim 5.1.1 Kartezyen koordinat sisteminde bir A(x,y) noktasinin O(0,0) orijine olan
uzaklgr r ve O ile A noktalarina birlestiren dogru parcasinin Ox-ekseniyle pozitif yonde
(saatin tersi yoniinde) yaptige aginan 6l¢iisi o olmak tuzere (r, ) ikilisine A noktasinin
kutupsal koordinatlari, o ag¢isina kutup acgisi, O noktasina kutup noktasi ve Ox-
eksenine kutup ekseni denir.

« acisiin Ol¢li birimi derece veya radyan olabilir, burada aksi belirtilmedikc¢e radyan
olarak ele alacagiz.
Kartezyen koordinat sisteminde bir A(z,y) noktasinin kutupsal koordinatlar: (r, ) ol-

mak lizere
r = 7rcoso

y = rsina

bagntilar: vardir. Ayrica buradan

ro= Va?+y?

Yy
o = arctan =
T

bagintilar: elde edilir.
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Kutupsal Koordinatlarin Bazi Ozellikleri:

e Bir A noktasi kartezyen koordinat sisteminde bir tek (z,y) ikilisi ile belirtilmesine
ragmen, kutupsal koordinat sisteminde birden fazla ikili ile belirtilebilir. Ornegin bir
kutupsal koordinati (r,«) olan noktanin diger kutupsal koordinatlar1 n € Z olmak
tizere (r, o + 27n) seklindedir.

e Kutupsal koordinat sisteminde (7, «) ve (—r, a + ) ikilileri ayn1 noktay1 belirtir.

e Her « agist i¢in (0, a) kutupsal koordinati orijin noktasim belirtir.

e (r,a) ile (r,a« + 7) kutupsal koordinatlar1 orijine gore simetriktir.

e (r,a) ile (r, —«a) kutupsal koordinatlar: kutup eksenine (Ox-eksenine) gore simetriktir.

e (r,a) ile (r,m — «) kutupsal koordinatlar1 Oy-eksenine gore simetriktir.

Ornek 5.1.2 Kartezyen koordinatlar1 (1,1) olan noktammn kutupsal koordinatlar r =

1
V12412 = /2 ve a = arctan 1= g oldugundan (v/2, %) ikilisidir. A

Ornek 5.1.3 Kutupsal koordinatlari (2, g) olan noktanin kartezyen koordinatlari x =

1
=1vey=2sin T 2.£ = /3 oldugundan (1,+/3) ikilisidir. A

v
2cos & = 2.~
o8 2 3 2

Ornek 5.1.4 Yaricapt 3 birim ve merkezi (0,3) noktas1 olan bir gemberin kartezyen ko-
ordinatlardaki denklemi 22 + (y — 3)? = 9 dur. Bu denklemde z = rcosa ve y = rsina
yazilarak r = 6sin a denklemi elde edilir. Boylece bu ¢emberin kutupsal koordinatlardaki
denklemi r = 6sin « dir. A

Ornek 5.1.5 Kutupsal koordinatlardaki denklemi 72 sin o cos o = 3 olan egrinin kartezyen
x

koordinatlardaki denklemi sin = 2 ve cosa = oldugu goz oniine alinirsa yz = 3 olarak
r r

bulunur. A

Kutupsal koordinat sisteminde denklemi r = f(«) ile verilen egri tizerindeki bir noktanin
kartezyen koordinatlari
x = rcosa = f(a)cosa
y = rsina = f(a)sina
olur. Boylece verilen egrinin parametrik bir denkleme sahip oldugu goriiliir. Bu durumda

f, @ mn diferansiyellenebilir bir fonksiyonu olmak tizere r = f(«) ile verilen egrinin bir
kutup agisina karsilik gelen bir B(r, o) noktasindaki teget dogrusunun egimi

_dy dy/da  r'sina+rcosa

dr  dz/da  r'cosa —rsina
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dir. Bu teget dogrusunun Oz-ekseni ile pozitif yonde yaptigi aginin oOlgiisiine S dersek

tan 8 = m dir. Ayrica O orijin noktasi ile B noktasin birlegtiren dogrunun teget dogrusu

ile pozitif yonde yaptigi acinin Olglisiinii ~y ile gosterirsek v = S — « olur. Bu durumda
tan 8 — tan « r

tan’y = tan(ﬁ — OZ) = W = -~ elde edilir.
an an o r

Ornek 5.1.6 Kutupsal koordinatlarda 7 = 4sin(3a) denklemi ile verilen egrinin o = %
kutup acili noktasinda teget olan dogrunun egimini bulalim. Egrinin

xr = 4sin(3a)cosa
y = 4sin(3a)sina

parametrik denklemi araciligiyla

dy dy/da  12cos(3a)sina + 4sin(3a) cos o

dr  dr/da  12cos(3a) cos a — 4sin(3a) sin a

dy T -
%(a = 6) = —/3 elde edilir.

>

olup

Ornek 5.1.7 Kutupsal koordinatlarda r = 4(1 4 cos &) denklemi ile verilen egrinin a =

wlx

kutup acili noktasinda teget olan dogrunun denklemini yazalim. Yukarida bahsedilen

2 2
acgisl icin tan~y = 1, = —v3 olup v = % bulunur. Bu durumda g = v+ a = % +
T

% = 7 dir. Bu sebeple bahsedilen teget dogrusunun egimi m = tan = tanw = 0 olur.

Ayrica rg = 4(1 + cos %) = 6 olup =g = 79 cosg =3 ve yp = 19 sinz = 3+/3 bulunur.

Gegtigi noktas1 (zg,yp) ve egimi m olan dogru denklemi y — yo = m(x — x¢) oldugundan
teget dogrusunun denklemi kartezyen koordinat sisteminde y = 3v/3, kutupsal koordinat
sisteminde rsin o = 3v/3 olarak elde edilir. A

5.2 Kutupsal Koordinatlarda Egri Cizimi

Kutupsal koordinatlarda r = f(«) ile tanimlanan bir fonksiyonun grafigini ¢izmek icin
simetrilerin belirlenmesi kolaylik saglar.

Baz1 Simetriler:

e Eger f(—a) = f(a)ise, (r,a) ve (r, —«) ikilileri kutup eksenine gore simetrik oldugundan
egri kutup eksenine (yani 0z-eksenine) gore simetriktir.

e Eger f(—a) = —f(a) ise, (r,a) ve (—r, —«) ikilileri a = g dogrusuna gore simetrik

oldugundan egri a = g dogrusuna (yani Oy-eksenine) gore simetriktir.
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Eger f(a+ ) = f(a) ise, (r,a) ve (r,a + ) ikilileri kutup noktasina gore simetrik
oldugundan egri kutup noktasina (yani orijine) gore simetriktir. Eger fonksiyonun
periyodu ¢ ise, grafigi ¢/2 uzunluklu bir aralikta ¢izmek yeterlidir.

Eger f(a+7) = —f(«) ise, (r,a) ve (—r, a+7) ikilileri ayni nokta oldugundan grafigi
t/2 uzunluklu bir aralikta ¢izmek yeterlidir.

Eger f(r — a) = f(a) ise, (r,a) ve (r,m — «) ikilileri a = g dogrusuna gore simetrik

s
oldugundan egri o = 5 dogrusuna (yani Oy-eksenine) gore simetriktir.

Eger f(m —a) = — f(«) ise, (r,a) ve (—r, 7 — «) ikilileri kutup eksenine gore simetrik
oldugundan egri kutup eksenine (yani Oz-eksenine) gore simetriktir.

a € Rigin f(a —a) = f(a) olsun. Bu durumda (r,«) ve (r,a — a) ikilileri orijine
esit mesafededir. Bu sebeple (r, & — a) noktasini bulmak igin (r, «) noktas1 O noktasi
etrafinda pozitif yonde a kadar déndiiriiliir. Ayn diiglinceyle (7, @ — a) noktasinin O
noktasi etrafinda pozitif yonde a kadar dondiriilmesiyle elde edilen nokta da yine egri
tizerinde olur. Dolaysiyla r = f(«) ile tamimlanan fonksiyonun grafigini gizmek icin
once a uzunluklu bir aralikta ¢izim yapilir, sonra elde edilen egri O noktasi etrafinda
pozitif yonde a kadar dondiriiliir ve bu igleme egri kendi iizerine gelene kadar devam
edilir.

a € Rigin f(a+ a) = —f(a) olsun. Bu durumda (r, ) ve (—r, a + a) ikilileri orijine
esit mesafededir. Bu sebeple (—r, a+a) noktasim bulmak i¢in (7, ) noktasi O noktasi
etrafinda negatif yonde m — a kadar dondiiriiliic. Onceki duruma benzer diigiinceyle
r = f(«) ile tanimlanan fonksiyonun grafigi ¢izilir.

Egri Cizimi Icin Izlenebilecek Yol:

Kutupsal koordinatlarda r = f(«) ile tanimli bir fonksiyonun grafigini ¢izmek igin
asagidaki yolun izlenmesi kolaylik saglar.

1.

2.

Fonksiyonun tanim kiimesi bulunur.

Fonksiyonun periyodik olup olmadig: belirlenir.

. Simetriler belirlenir.

. Fonksiyonun 1. tiirevi yardimiyla egrinin kutup noktasina yaklastig1 veya uzaklastig:

yerler belirlenir.

. Fonksiyonun kolay hesaplanabilen noktalar i¢in aldigi degerler bulunur.

. Degigim tablosu diizenlenir.
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7. Degigim tablosundaki bilgiler 1g18inda grafik ¢izimine basglanir.

8. Simetriler (varsa) goz 6niine alinarak grafigin ¢izimi tamamlanir.

Ornek 5.2.1 Kutupsal koordinatlarda denklemi r = 2 4+ 4 cos « ile verilen egriyi ¢izelim.
e Fonksiyonun tanim kiimesi R dir.
e Fonksiyon 27 periyotludur.

e cos fonksiyonu ¢ift oldugundan f(—«a) = f(«) dir. Dolayisiyla egri kutup eksenine
gore simetriktir. Bu sebeple egriyi gizerken [0, 7] arahginda ¢izip kutup ekseni gore
simetrigini aliriz.

e ' = —4sina olup a € [0,7] igin ' < 0 dir. Boylece [0, 7] arahginda « degerleri
arttikca egri kutup noktasina yaklasir.
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Denklemi verilen fonksiyonun grafigi

—_———

seklindedir. A
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