DIiZiLER

Tanim 1. Tanmim kiimesi pozitif tam sayilar olan bir fonksiyona “dizi” denir ve (a,,) bi¢iminde

gosterilir. a,, sayisina dizinin n-yinci terimi yada genel terimi denir.

3 —, ... seklindedir.

. 1 2
Ornegin (a,) = (3%) dizisinin birkag¢ terimi 39 278l

Tanim 2. (Aritmetik Dizi) Her n € N i¢in a, 11 — a,, = r olacak gekilde bir r € R sayis1
varsa (a,) dizisine “aritmetik dizi”, r sabitine de aritmetik dizinin ortak fark: denir.

Ornek 1. (a,) = (2n 4+ 1) dizisi ortak farki 7 = ap4q — a, = (2n+3) — (2n+1) = 2 olan
aritmetik bir dizidir.

Tanim 3. (Geometrik Dizi) Her n € N i¢in i1

= r olacak sekilde bir r € R sayis1 varsa

(a,) dizisine “geometrik dizi”, r sabitine de geometrik dizinin ortak garpani denir.

2 n 2.7+
Ornek 2. (a,) = (2.7") dizisi ortak carpam r = Snil g = 7 olan bir geometrik dizidir.
any, AT

Tanim 4. (Dizinin yakinsaklhig1) (a,) bir dizi ve L sabit bir reel say1 olsun. Her ¢ € R*
icin n > N igin |a, — L| < ¢ saglanacak sekilde bir pozitif N tamsayisi varsa (a,) dizisine L
sayisina “yakinsaktir” denir ve lim a, = L olarak gosterilir. (a,) dizisi yakinsak olmadiginda

n—oo

diziye “raksaktir” denir.

. 1
Ornek 3. (a,) = dizisinin 0 sayisina yakinsadigini gosteriniz.
(an) ( \/n——l—l) yisia y g g
Cozii >0 ilsin. | 0] < itsizligind ! 0 L < gl
Ozim. ¢ verilsin. |a,, — ¢ esitsizliginden —0] = ¢ saglanmasi
i & vn+1 vn+1 &

icin n > 6% — 1 olmalidir. Buradan, N sayisi 6% — 17 e esit yada daha biiyiik bir pozitif

-0

L
100

tamsay1 secilmelidir. € = segilirse n > 9999 oldugunda

1
N = 9999 dur. Boylece, lim

oo/ + 1

1 ooy .
< 15 saglamir. Yani

1
vn+1

= 0 oldugu gosterilmis olur.

Ornek 4. (a,) = (14 (—1)") dizisi waksaktir. Dizinin genel terimi n — oo icin sabit bir

saylya yaklagsmaz.

Teorem 1. (a,) ve (b,) yaknsak dizileri verilsin. lima, = L; ve limb, = Ly olsun. Bu

n—oo n—oo

durumda



(1) k Dbir reel say1 olmak {izere lim k =k

(i) lim ka, = kL,

(iii) hm anb = hm an, lim b, = L1Ls

— 00 n—oo
lim a
n __ n—oo n Ll

nﬂoobn N lim bn - L_27

n—oo

(L2 #0)
(v) lim (a,+b,) = lim a,+ lim b, = L1+L,

saglanir.

Teorem 2. r sifirdan farkli bir sabit olmak iizere |r| < 1 i¢in (r™) dizisi sifira yakinsaktir.

|| > 1 igin ise bu dizi waksaktir.

. 1
Ornek 5. (a,) = (2—n> dizisi sifira yakinsayan bir dizidir.

= [ dir.

. . . aq + ag +...4+a
Teorem 3. lima, = L ise lim -
n—00 n—00 n

a
Teorem 4. (a,,) pozitif terimli bir dizi olmak iizere lim L — rise lim {/a, = r dir.

n—oo an n—oo

Teorem 5. (Sikistirma Teoremi) (a,), (b,) ve (¢,) dizileri arasinda a,, < b, < ¢, (n> N)

esitsizligi saglansin. lim a,, = lim ¢, = L ise lim b, = L dir.

n—oo n—oo n—oo

sin?n

3n

N in’ 1 1
Ornek 6. (a,) = ( ) dizisi i¢in her n icin 0 < L saglanir. (§> dizisi 0" a

an T 3n

.2
sin“n\ . ..
) dizisi de 0 ’a yakinsar.

yakinsayan bir dizi olup sikigtirma teoreminden (
Teorem 6. (|a,|) dizisi 0’ a yakinsayan bir dizi ise (a,,) dizisi de 0’ a yakimnsaktir.
(—1)" ) ( 1 )d....
izisinin
vn—+1 vn+1
dizisi de 0’ a yakinsar.
vn+1 Y

Ornek 3’den 0’ a yakinsadig goriiliir. Teorem 6’dan (a,) =
Tanim 5. (Monoton Dizi) Bir (a,) dizisi igin n > 1 i¢in a,+1 > a, ise (a,) dizisine artan,

Ornek 7. (a,) = ( ) dizisi verilsin. (|a,|) = (

n+

Uni1 > ay ise (a,) dizisine azalmayan dizi denir. n > 1 i¢in a,41 < a,, ise (a,) dizisine azalan,
ani1 < ay, ise (a,) dizisine artmayan dizi denir. Bu durumlardan herhangi birini saglayan (a,,)

dizisine monotondur denir.



o -2
Ornek 8. (a,) = (3n+ . ) dizisi i¢cin n > 1 i¢in
n
3n+1 3n-—2 5
(pt1 — Qp = — = >0

n+2 n+l (n+1)(n+2)

saglandigindan (a,,) dizisi artandir.

Tanmim 6. (Swmirl Dizi) Verilen bir (a,,) dizisi igin n > 1 i¢in a,, < K olacak sekilde K > 0
say1s1 varsa (a,) dizisine “istten sinirly dizi”, a, > k olacak gekilde bir k sayis1 varsa (a,)
dizisine “alttan swmrly dizz” denir. Hem alttan hem de tistten smirh dizilere “sinerle dizi”

denir.

. 1
Ornek 9. (a,) = (—) dizisi sinirhi bir dizidir. Ciinkii, her n ic¢in 0 < a,, = — < 1 saglanir.

n

SRS

Teorem 7. Siirli ve monoton bir dizi yakinsaktir.

. -2 e

Ornek 10. (a,) = <3n+ 1 > dizisi Ornek 8’den monotondur. Diger yandan, n > 1 igin
n

3n—2 3n+3 3(n+1) 3n —2

] < e R = 3 olup a,, < 3 diir. Aym1 zamanda a,, = 1 Zaolupher

n i¢in 3 < a, < 3 oldugundan dizi simrhdir. Dolayisiyla, (a,) dizisi yakinsaktir.

SERILER

Bir (ay) dizisinin terimlerinin

a,+as +as+ ... +a, + ...

[ee]
toplamina bir sonsuz seri yada seri denilir ve bu toplam E ay, ile gosterilir. Burada ay sayisina
k=1
oo
serinin genel terimi denir. g aj serisi i¢in
k=1



81 = a1
SQ = aj+ as

Sg = a1+ az+as

S, = ar+a+az+..+a,

formunda tanmmlanan (.S,,) dizisine kismi toplamlar dizisi denir.
Sn:al—l—ag—i—ag—l—...—l—an:z:ak
k=1

ifadesine de serinin n-yinci kismi toplami denir.

Tanim 1. Kismi toplamlar dizisi yakinsak olan seriye yakinsaktir denir, yani

n

lim S, = lim E a, = S

n—oo

ise Z ap = S dir. Eger lim S,, mevcut degilse bu durumda seri iraksaktir denir.
k=1

o0

Ornek 1. Z
k=1

1
k+2)(k+3)

serisinin yakinsak olup olmadigini gosteriniz.

1 11
(k+2)(k+3) k+2 k+3

Coziim. Serinin genel terimi a; = formunda yazilabildiginden

serinin n—yinci kismi toplamin

- 1 1 1 1 1 1 1 1
S, = — ) =(z-= . -
;(k+2 k+3) (3 4>+<4 5>+ +<n+2 n+3>

1 1

3 n+3

oldugu goriiliir.

Wl =

1 1
lim S, = lim (- — -



oldugundan seri yakinsaktir ve serinin toplami

1

> 1
kz::(k+2)(k+3) 3

1

diir.

Tanim 2. (Geometrik seri) a # 0, a ve s reel sabitler olmak iizere
at+as+as®+..+as" M+ .= Zask’l
k=1

formunda tamimlanan seriye “geometrik seri” denir.

o0
Teorem 1. Zaskfl geometrik serisi |s| < 1 igin yakisaktir ve toplami
k=1

- a
E as"t =

1-s5
k=

1

dir. Eger |s| > 1 ise bu geometrik seri iraksaktir.

Ornek 2. Z (—%)k_lgeometrik serisinde a = 1, s = =32 olup |s| = |-2| = 2 < 1 oldugundan
k=1
seri yakinsaktir ve toplami
i ( 3) o 1 4
_ - —3 = —
—~\ 4 1—(=2%) 7

dir.

o o
Teorem 2. E ay, serisi yakinsak ise lim ay = 0 dir. Eger lim a;, # 0 ise E ay, serisi iraksaktir.
P k—o0 k—o0 P

o

. 2k
Ornek 3. g ok + il)) serisi i¢in
k=

% +3 2
lim a, = li — 220
Jmeag = lim 7= =2 7

oldugundan seri 1raksaktir.

Teorem 3. Z ay ve Z by serileri sirasiyla S ve Sy 'ye yakinsak olsunlar. Bu durumda,
k=1 k=1



oo
(i) ¢ # 0 bir sabit olmak tizere Z cay, serisi ¢Sy’e yakinsaktir.
k=1

(i) Z (ax+by) serisi S1+Ss ’ye yakinsaktir.
k=1

[e.0] (o] o
Teorem 4. E ay serisi yakinsak ve E by, serisi ise raksak olsun. Bu durumda E (ak + bg)
. k=1 k=1 k=1
serisi wraksaktir.



