
D·IZ·ILER

Tan¬m 1. Tan¬m kümesi pozitif tam say¬lar olan bir fonksiyona �dizi�denir ve (an) biçiminde

gösterilir. an say¬s¬na dizinin n-yinci terimi yada genel terimi denir.

Örne¼gin (an) =
� n
3n

�
dizisinin birkaç terimi

1

3
;
2

9
;
3

27
;
4

81
; ::: şeklindedir.

Tan¬m 2. (Aritmetik Dizi) Her n 2 N için an+1 � an = r olacak şekilde bir r 2 R say¬s¬

varsa (an) dizisine �aritmetik dizi�, r sabitine de aritmetik dizinin ortak fark¬denir.

Örnek 1. (an) = (2n+ 1) dizisi ortak fark¬r = an+1 � an = (2n+ 3) � (2n+ 1) = 2 olan

aritmetik bir dizidir.

Tan¬m 3. (Geometrik Dizi) Her n 2 N için an+1
an

= r olacak şekilde bir r 2 R say¬s¬varsa

(an) dizisine �geometrik dizi�, r sabitine de geometrik dizinin ortak çarpan¬denir.

Örnek 2. (an) = (2:7n) dizisi ortak çarpan¬r =
an+1
an

=
2:7n+1

2:7n
= 7 olan bir geometrik dizidir.

Tan¬m 4. (Dizinin yak¬nsakl¬¼g¬) (an) bir dizi ve L sabit bir reel say¬olsun. Her " 2 R+

için n > N için jan � Lj < " sa¼glanacak şekilde bir pozitif N tamsay¬s¬varsa (an) dizisine L

say¬s¬na �yak¬nsakt¬r� denir ve lim
n!1

an = L olarak gösterilir. (an) dizisi yak¬nsak olmad¬¼g¬nda

diziye �¬raksakt¬r� denir.

Örnek 3. (an) =
�

1p
n+ 1

�
dizisinin 0 say¬s¬na yak¬nsad¬¼g¬n¬gösteriniz.

Çözüm. " > 0 verilsin. jan � 0j < " eşitsizli¼ginden
���� 1p
n+ 1

� 0
���� = 1p

n+ 1
< " sa¼glanmas¬

için n > 1
"2
� 1 olmal¬d¬r. Buradan, N say¬s¬ 1

"2
� 1 �e eşit yada daha büyük bir pozitif

tamsay¬seçilmelidir. " = 1
100

seçilirse n > 9999 oldu¼gunda

���� 1p
n+ 1

� 0
���� < 1

100
sa¼glan¬r. Yani

N = 9999 dur. Böylece, lim
n!1

1p
n+ 1

= 0 oldu¼gu gösterilmi̧s olur.

Örnek 4. (an) = (1 + (�1)n) dizisi ¬raksakt¬r. Dizinin genel terimi n ! 1 için sabit bir

say¬ya yaklaşmaz.

Teorem 1. (an) ve (bn) yak¬nsak dizileri verilsin. lim
n!1

an = L1 ve lim
n!1

bn = L2 olsun. Bu

durumda
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(i) k bir reel say¬olmak üzere lim
n!1

k = k

(ii) lim
n!1

kan = kL1

(iii) lim
n!1

anbn = lim
n!1

an lim
n!1

bn = L1L2

(iv) lim
n!1

an
bn
=
lim
n!1

an

lim
n!1

bn
=
L1
L2
; (L2 6= 0)

(v) lim
n!1

(an+bn) = lim
n!1

an+ lim
n!1

bn = L1+L2

sa¼glan¬r.

Teorem 2. r s¬f¬rdan farkl¬bir sabit olmak üzere jrj < 1 için (rn) dizisi s¬f¬ra yak¬nsakt¬r.

jrj > 1 için ise bu dizi ¬raksakt¬r.

Örnek 5. (an) =
�
1

2n

�
dizisi s¬f¬ra yak¬nsayan bir dizidir.

Teorem 3. lim
n!1

an = L ise lim
n!1

a1 + a2 + :::+ an
n

= L dir.

Teorem 4. (an) pozitif terimli bir dizi olmak üzere lim
n!1

an+1
an

= r ise lim
n!1

n
p
an = r dir.

Teorem 5. (S¬k¬̧st¬rma Teoremi) (an), (bn) ve (cn) dizileri aras¬nda an � bn � cn (n > N)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. lim
n!1

an = lim
n!1

cn = L ise lim
n!1

bn = L dir.

Örnek 6. (an) =
�
sin2 n

3n

�
dizisi için her n için 0 � sin2 n

3n
� 1

3n
sa¼glan¬r.

�
1

3n

�
dizisi 0�a

yak¬nsayan bir dizi olup s¬k¬̧st¬rma teoreminden
�
sin2 n

3n

�
dizisi de 0 �a yak¬nsar.

Teorem 6. (janj) dizisi 0�a yak¬nsayan bir dizi ise (an) dizisi de 0�a yak¬nsakt¬r.

Örnek 7. (an) =
�
(�1)np
n+ 1

�
dizisi verilsin. (janj) =

����� (�1)np
n+ 1

����� =

�
1p
n+ 1

�
dizisinin

Örnek 3�den 0�a yak¬nsad¬¼g¬görülür. Teorem 6�dan (an) =
�
(�1)np
n+ 1

�
dizisi de 0�a yak¬nsar.

Tan¬m 5. (Monoton Dizi) Bir (an) dizisi için n � 1 için an+1 > an ise (an) dizisine artan,

an+1 � an ise (an) dizisine azalmayan dizi denir. n � 1 için an+1 < an ise (an) dizisine azalan,

an+1 � an ise (an) dizisine artmayan dizi denir. Bu durumlardan herhangi birini sa¼glayan (an)

dizisine monotondur denir.
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Örnek 8. (an) =
�
3n� 2
n+ 1

�
dizisi için n � 1 için

an+1 � an =
3n+ 1

n+ 2
� 3n� 2
n+ 1

=
5

(n+ 1) (n+ 2)
> 0

sa¼gland¬¼g¬ndan (an) dizisi artand¬r.

Tan¬m 6. (S¬n¬rl¬Dizi) Verilen bir (an) dizisi için n � 1 için an � K olacak şekilde K > 0

say¬s¬varsa (an) dizisine �üstten s¬n¬rl¬ dizi�, an � k olacak şekilde bir k say¬s¬varsa (an)

dizisine �alttan s¬n¬rl¬ dizi� denir. Hem alttan hem de üstten s¬n¬rl¬ dizilere �s¬n¬rl¬ dizi�

denir.

Örnek 9. (an) =
�
1

n

�
dizisi s¬n¬rl¬bir dizidir. Çünkü, her n için 0 < an =

1

n
� 1 sa¼glan¬r.

Teorem 7. S¬n¬rl¬ve monoton bir dizi yak¬nsakt¬r.

Örnek 10. (an) =

�
3n� 2
n+ 1

�
dizisi Örnek 8�den monotondur. Di¼ger yandan, n � 1 için

3n� 2
n+ 1

<
3n+ 3

n+ 1
=
3 (n+ 1)

n+ 1
= 3 olup an < 3 dür. Ayn¬zamanda an =

3n� 2
n+ 1

� 1

2
olup her

n için
1

2
� an < 3 oldu¼gundan dizi s¬n¬rl¬d¬r. Dolay¬s¬yla, (an) dizisi yak¬nsakt¬r.

SER·ILER

Bir (ak) dizisinin terimlerinin

a1 + a2 + a3 + :::+ an + :::

toplam¬na bir sonsuz seri yada seri denilir ve bu toplam
1X
k=1

ak ile gösterilir. Burada ak say¬s¬na

serinin genel terimi denir.
1X
k=1

ak serisi için
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S1 = a1

S2 = a1 + a2

S3 = a1 + a2 + a3
...

Sn = a1 + a2 + a3 + :::+ an
...

formunda tan¬mlanan (Sn) dizisine k¬smi toplamlar dizisi denir.

Sn = a1 + a2 + a3 + :::+ an =

nX
k=1

ak

ifadesine de serinin n-yinci k¬smi toplam¬denir.

Tan¬m 1. K¬smi toplamlar dizisi yak¬nsak olan seriye yak¬nsakt¬r denir, yani

lim
n!1

Sn = lim
n!1

nX
k=1

ak = S

ise
1X
k=1

ak = S dir. E¼ger lim
n!1

Sn mevcut de¼gilse bu durumda seri ¬raksakt¬r denir.

Örnek 1.
1X
k=1

1

(k + 2) (k + 3)
serisinin yak¬nsak olup olmad¬¼g¬n¬gösteriniz.

Çözüm. Serinin genel terimi ak =
1

(k + 2) (k + 3)
=

1

k + 2
� 1

k + 3
formunda yaz¬labildi¼ginden

serinin n�yinci k¬smi toplam¬n

Sn =
nX
k=1

�
1

k + 2
� 1

k + 3

�
=

�
1

3
� 1
4

�
+

�
1

4
� 1
5

�
+ :::+

�
1

n+ 2
� 1

n+ 3

�
=

1

3
� 1

n+ 3

oldu¼gu görülür.

lim
n!1

Sn = lim
n!1

�
1

3
� 1

n+ 3

�
=
1

3

4



oldu¼gundan seri yak¬nsakt¬r ve serinin toplam¬

1X
k=1

1

(k + 2) (k + 3)
=
1

3

dür.

Tan¬m 2. (Geometrik seri) a 6= 0; a ve s reel sabitler olmak üzere

a+ as+ as2 + :::+ asn�1 + ::: =

1X
k=1

ask�1

formunda tan¬mlanan seriye �geometrik seri� denir.

Teorem 1.
1X
k=1

ask�1 geometrik serisi jsj < 1 için yak¬nsakt¬r ve toplam¬

1X
k=1

ask�1 =
a

1� s

dir. E¼ger jsj � 1 ise bu geometrik seri ¬raksakt¬r.

Örnek 2.
1X
k=1

�
�3
4

�k�1
geometrik serisinde a = 1; s = �3

4
olup jsj =

���3
4

�� = 3
4
< 1 oldu¼gundan

seri yak¬nsakt¬r ve toplam¬
1X
k=1

�
�3
4

�k�1
=

1

1�
�
�3
4

� = 4

7

dir.

Teorem 2.
1X
k=1

ak serisi yak¬nsak ise lim
k!1

ak = 0 d¬r. E¼ger lim
k!1

ak 6= 0 ise
1X
k=1

ak serisi ¬raksakt¬r.

Örnek 3.
1X
k=1

2k + 3

3k � 1 serisi için

lim
k!1

ak = lim
k!1

2k + 3

3k � 1 =
2

3
6= 0

oldu¼gundan seri ¬raksakt¬r.

Teorem 3.
1X
k=1

ak ve
1X
k=1

bk serileri s¬ras¬yla S1 ve S2 �ye yak¬nsak olsunlar. Bu durumda,
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(i) c 6= 0 bir sabit olmak üzere
1X
k=1

cak serisi cS1�e yak¬nsakt¬r.

(ii)
1X
k=1

(ak+bk) serisi S1+S2 �ye yak¬nsakt¬r.

Teorem 4.
1X
k=1

ak serisi yak¬nsak ve
1X
k=1

bk serisi ise ¬raksak olsun. Bu durumda
1X
k=1

(ak + bk)

serisi ¬raksakt¬r.
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