
12. BÖLGE DÖNÜŞÜMLER·I, ·IK·I KATLI ·INTEGRALLER

Tan¬m 1. (u; v) noktalar¬bir D bölgesinin elemanlar¬olmak üzere,8<: x = f (u; v)

y = g (u; v)
(1)

sistemi verildi¼ginde (u; v) koordinatlar¬ndan (x; y) koordinatlar¬na bir dönüşüm tan¬mlanm¬̧s

olur. uv� düzlemindeki (u; v) noktalar¬D bölgesini tarad¬¼g¬nda (x; y) noktalar¬da xy� düzle-

minde bir Bbölgesini tarar. Bu durumda (1) dönüşümü D bölgesini B bölgesine dönüştürmüş

olur. Bu nedenle (1) dönüşümüne bir bölge dönüşümü de denir. Bu dönüşümü T ile gös-

terirsek,

T : D ! B

(u; v) ! (x; y) = (f (u; v) ; g (u; v))

dönüşümü bir bölge dönüşümüdür. E¼ger, fu; fv; gu; gv k¬smi türevleri D bölgesinde sürekli ve

bu bölgedeki her bir (u; v) için������
@x
@u

@x
@v

@y
@u

@y
@v

������ = @x

@u
:
@y

@v
� @x
@v
:
@y

@u
6= 0

ise (1) denklemleri u ve v de¼gi̧skenlerine göre çözülebilir. Bu çözüm;8<: u = F (x; y)

v = G (x; y)
(2)

ile gösterilirse,

T�1 : B ! D

(x; y) ! (u; v) = (F (x; y) ; G (x; y))

ters dönüşümü elde edilir. Böylece (1) ve (2) denklem sistemleri yard¬m¬yla B veD bölgelerinin

noktalar¬aras¬nda bir bire-bir eşleme kurulmuş olur.
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Tan¬m 2. 8>>>>>><>>>>>>:

x1 = f1 (u1; u2; : : : ; un)

x2 = f2 (u1; u2; : : : ; un)

: : : : : : :

xn = fn (u1; u2; : : : ; un)

(3)

dönüşümü verildi¼ginde i; k = 1; 2; : : : ; n için
@xi
@uk

türevleri mevcut olmak üzere,

J =
@ (x1; x2; : : : ; xn)

@ (u1; u2; : : : ; un)
=

������������

@x1
@u1

@x1
@u2

: : : @x1
@un

@x2
@u1

@x2
@u2

: : : @x2
@un

: : : : : : : : : : : :

@xn
@u1

@xn
@u2

: : : @xn
@un

������������
determinant¬na (3) dönüşümünün fonksiyonel determinant¬veya Jakobiyeni denir.

Örnek 1. 8<: x = u cos v

y = u sin v
(4)

sisteminin ve tersinin Jakobiyenini bulunuz.

Çözüm.

@ (x; y)

@ (u; v)
=

������ xu xv

yu yv

������
=

������ cos v �u sin v

sin v u cos v

������
= u

�
sin2 v + cos2 v

�
= u

olur. (4) eşitli¼ginden 8<: u =
p
x2 + y2

v = arctan y
x
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bulunur. Bu ters dönüşümün Jakobiyeni,

@ (u; v)

@ (x; y)
=

������ ux uy

vx vy

������
=

xp
x2+y2

yp
x2+y2

�yp
x2+y2

xp
x2+y2

=
1p

x2 + y2

=
1

u

olur.

Örnek 2.
x = � sin � cos'

y = � sin � sin'

z = � cos �

dönüşümü için
@ (x; y; z)

@ (�; �; ')

Jakobiyenini hesaplay¬n¬z.

Çözüm.

@ (x; y; z)

@ (�; �; ')
=

@x
@�

@x
@�

@x
@'

@y
@�

@y
@�

@y
@'

@z
@�

@z
@�

@z
@'

=

sin � cos' cos � cos' �� sin � sin'

sin � sin' cos � sin' � sin � cos'

� cos � �� sin � 0
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olur. Bu determinant aç¬ld¬¼g¬nda

J =
@ (x; y; z)

@ (�; �; ')
= �2 sin �

bulunur.

·IK·I KATLI ·INTEGRALLER

xOy düzleminde bir B bölgesi ve bu bölge üzerinde tan¬ml¬f fonksiyonu verilmi̧s olsun. f

fonksiyonunun B üzerindeki integralini tan¬mlamak için baz¬kavramlara ihtiyaç vard¬r. Şimdi

bu kavramlar¬vermeye çal¬̧sal¬m.

Tan¬m 3. B bölgesi xOy düzleminde kapal¬ve s¬n¬rl¬bir bölge olsun.

d (B) = maks fjPQj : P;Q 2 Bg

say¬s¬na B bölgesinin çap¬denir.

Tan¬m 4. xOy düzleminde verilen bir B bölgesini B1; B2; : : : ; Bn gibi alt bölgelere ay¬ral¬m.

P = fB1;B2; : : : ; Bng

kümesine B bölgesinin bir parçalanmas¬denir.

kPk = maks fd (B1) ; d (B2) ; : : : ; d (Bn)g

say¬s¬na P parçalanmas¬n¬n normu veya maksimal çap¬ ad¬ verilir. Burada, d (Bk), Bk

bölgesinin çap¬n¬göstermektedir.

Tan¬m 5. B kapal¬ve s¬n¬rl¬bir bölge ve f bu bölge üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon olsun.

B bölgesinin bir P = fB1;B2; : : : ; Bng parçalanmas¬verildi¼ginde �Ak; Bk bölgesinin alan¬n¬,

(xk; yk) da Bk bölgesinin herhangi bir noktas¬n¬göstermek üzere

R (f; P ) =

nX
k=1

f (xk; yk)�Ak
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ifadesine f fonksiyonunun P parçalanmas¬na kaŗs¬l¬k gelen Riemann toplam¬veya integral

toplam¬ad¬verilir.

Tan¬m 6. E¼ger,

lim
kPk!0

nX
k=1

f (xk; yk)�Ak

limiti varsa, bu limite f fonksiyonunun B üzerindeki iki katl¬integrali denir.

ZZ
B

f (xk; yk) dA

ile gösterilir. f (x; y) ifadesine integrant, B bölgesine de integrasyon bölgesi ad¬verilir.
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