
14. ·IK·I KATLI ·INTEGRALLER·IN UYGULAMALARI

14.1. Alan Hesab¬

·Iki katl¬integral tan¬mlarken, (xk; yk) 2 Bk için

lim
kPk!0

nX
k=1

f (xk; yk)�Ak =

ZZ
B

f (x; y) dxdy

oldu¼gu verilmi̧sti. Her (x; y) 2 B için f (x; y) = 1 olarak tan¬mlan¬rsa yukar¬daki eşitlik

lim
kPk!0

nX
k=1

�Ak =

ZZ
B

dxdy

şeklini al¬r. Parçalanma nas¬l yap¬l¬rsa yap¬ls¬n �Ak alanlar¬n¬n toplam¬B bölgesinin alan¬

olaca¼g¬ndan

Alan (B) =

ZZ
B

dxdy

olur. Kutupsal koordinatlara geçildi¼ginde, Jakobiyen r olaca¼g¬ndan

Alan (B) =

ZZ
B

rdrd�

olarak bulunur.

Örnek 1. y = x2 e¼grisi ve y = 2x + 3 do¼grusu taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin alan¬n¬n

hesaplay¬n¬z.

Çözüm.

x2 = 2x+ 3

=) x2 � 2x� 3 = 0

=) x1 = 3, x2 = �1
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olup buradan

A =

3Z
�1

2x+3Z
x2

dydx

=

3Z
�1

y j2x+3x2 dx

=

3Z
�1

�
2x+ 3� 3x2

�
dx

=

�
x2 + 3x� 1

3
x3
�
j3�1

=
32

3
br2

olarak bulunur.

Örnek 2. r = 12 cos 3' gülünün bir yapra¼g¬n¬n alan¬n¬bulunuz.

Çözüm.

r = 12 cos 3'

olmak üzere

A = 2

�

6Z
�=0

12 cos 3�Z
r=0

rdrd�

= a

�

6Z
0

r2 j12 cos 3�0 d� =

�

6Z
0

122
�
cos 6� + 1

2

�
d�

= 72

�
sin 6�

6
+ �

�
j
�
6
0

= 12�

bulunur.

Örnek 3. r2 = a2 cos 2' lemniskat¬taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin alan¬n¬bulunuz.
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Çözüm.

r2 = a2 cos 2'

ise

r = 0 =) ' =
�

4

olup buradan

A = 4

ZZ
B

rdrd�

= 4

�

4Z
�=0

a
p
cos 2�Z

r=0

rdrd�

= 2

�

4Z
0

a2 cos 2�d�

= 2a2
sin 2�

2
j
�
4
0

= a2 br2

olarak bulunur.

14.2. Hacim Hesab¬

f fonksiyonu B bölgesinde sürekli ve pozitif tan¬ml¬ise

nX
k=1

f (xk; yk)�Ak

ifadesi, taban alan¬�Ak, yüksekli¼gi f (xk; yk) olan dik prizmalar¬n hacimleri toplam¬d¬r. E¼ger

B bölgesi parçalanman¬n normu s¬f¬ra gidecek şekilde parçalan¬rsa bu hacimlerin toplam¬, z =

f (x; y) denklemli yüzey, B bölgesi ve B bölgesini taban kabul eden dik silindir aras¬nda kalan

bölgenin V hacmine eşit olur. O halde

V =

ZZ
B

f (x; y) dxdy
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olur.

Örnek 2. a; b > 0 d¬r. xOy� düzlemi, z =
x2

a2
+
y2

b2
paraboloidi ve

x2

a2
+
y2

b2
= 2

x

a
silindiri

aras¬nda kalan bölgenin hacmini hesaplay¬n¬z.

Çözüm.

V =

ZZ
B

�
x2

a2
+
y2

b2

�
dxdy

olmak üzere 8<:
x

a
= r cos �

y

b
= r sin �

denilirse, J = abr ve
x2

a2
+
y2

b2
= 2

x

a
e¼grisi r = 2 cos' çemberine dönüşece¼ginden

V =

�

2Z
�
�

2

2 cos'Z
0

r2abrdrd'

= 2

�

2Z
0

ab
r4

4
j2 cos'0 d'

=
ab

2

�

2Z
0

�
1 + 2 cos'+ cos2 2'

�
d'

= 2ab

�
3

2
'+ sin'+

1

8
sin 4'

�
j
�

2
0

=
3

2
�ab

olur.

Örnek 3. z = x+y, x = 0, z = 0, x+y = 1 düzlemleri taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin hacmini

bulunuz.

Çözüm.

V =

ZZ
B

f (x; y) dxdy
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olmak üzere

V =

1Z
0

1�xZ
0

(x+ y) dydx

=

1Z
0

�
xy +

1

2
y2
�
j1�x0 dx

=

1Z
0

�
x� x2 + 1

2
(1� x)2

�
dx

=

�
1

2
x2 � 1

3
x3 � 1

6
(1� 3)3

�
j10

=
1

3

olarak bulunur.

Al¬̧st¬rmalar

1. y = 5� x2 parabolü ile y = �x do¼grusu aras¬nda kalan bölgenin alan¬n¬bulunuz.

2. x = y3 ve x = y2 e¼grileri aras¬nda kalan bölgenin alan¬n¬bulunuz.

3. y = 2
p
1� x2 yar¬m elipsi ve x = 1; x = �1; y = �1 do¼grular¬taraf¬ndan s¬n¬rland¬r¬lan

bölgenin alan¬n¬bulunuz.

4. x+ y+ z = 3; x2+ y2 = 1; z = 0 yüzeyleri taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin hacmini bulunuz.

5. Üstten z = x2+y2 paraboloidi, alttan xoy düzlemi ve yandan x2+y2 = 4 silindiri taraf¬ndan

s¬n¬rlanan bölgenin hacmini bulunuz.

14.3. Kütle Hesab¬

xOy düzleminde, yo¼gunlu¼gu � (x; y) olan bir levha B bölgesine yerleştiriliyor. � yo¼gunluk

fonksiyonu B üzerinde sürekli olsun. B nin herhangi bir parçalanmas¬P = fB1; B2; : : : ; Bng

ve Bk da al¬nan herhangi bir nokta (xk; yk) olsun. Herbir Bk bölgesine yerleştirilen levhan¬n

kütlesi, yaklaş¬k olarak �Ak, Bk bölgesinin alan¬olmak üzere � (xk; yk)�Ak olur. Buna göre,
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bütün levhan¬n M kütlesi, yaklaş¬k olarak,

1X
k=1

� (xk; yk)�Ak

olur. P parçalanmas¬n¬n normu ne kadar küçük olursa yaklaş¬k o derece iyi olur. Şu halde

levhan¬n M kütlesi

M = lim
kPk!0

nX
k=1

� (xk; yk)�Ak

olacakt¬r. Sa¼g taraftaki limit
ZZ
B

� (x; y) dxdy integrali oldu¼gundan

M =

ZZ
B

� (x; y) dxdy

olarak bulunur. E¼ger levha homogen, yani � (x; y) = k ise M = k:A olur. Burada A; B

bölgesinin alan¬d¬r.

Örnek 4. 5 cm yar¬çapl¬daire şeklindeki bir levhan¬n yo¼gunlu¼gu, her noktada o noktan¬n daire

merkezine olan uzakl¬¼g¬ile orant¬l¬olarak de¼gi̧smektedir. Dairenin s¬n¬r¬üzerinde yo¼gunluk 10

oldu¼guna göre bu levhan¬n kütlesini bulunuz.

Çözüm. (x; y) noktas¬ndaki yo¼gunluk � (x; y) = k
p
x2 + y2 dir.

x2 + y2 = 25 için � (x; y) = 10 oldu¼gundan

k
p
25 = 10

5k = 10

k = 2
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olup � (x; y) = 2
p
x2 + y2 d¬r. Buna göre

M =

ZZ
B

� (x; y) dxdy

=

ZZ
B

2
p
x2 + y2dxdy

= 2

2�Z
0

5Z
0

r:rdrd'

= 2

2�Z
0

r3

3
j50 d'

=
500

3
�

olur.

14.4. A¼g¬rl¬k Merkezinin Bulunmas¬

(x; y) noktas¬ndaki yo¼gunlu¼gu � (x; y) olan ve xOy düzleminde bir B bölgesine yerleştirilen bir

levhay¬gözönüne alal¬m. B bölgesinin bir parçalanmas¬P = fB1; B2; : : : ; Bng ve (xk; yk) da Bk
bölgesinde bir nokta olsun. Bk bölgesinde bulunan levhan¬n kütlesi, �Ak, Bk bölgesinin alan¬

olmak üzere, yaklaş¬k olarak � (xk; yk)�Ak kadard¬r. Bu kütleyi (xk; yk) noktas¬na toplanm¬̧s

gibi düşünebiliriz. Böyle noktalara küresel nokta ad¬verilir. Bilindi¼gi gibi, bir küresel nokta

sisteminin a¼g¬rl¬k merkezinin x ve y koordinatlar¬

x =

nX
k=1

xk� (xk; yk)�Ak

nX
k=1

� (xk; yk)�Ak

, y =

nX
k=1

yk� (xk; yk)�Ak

nX
k=1

� (xk; yk)�Ak

biçiminde tan¬mlan¬r. � (x; y) sürekli oldu¼gunda, yukar¬daki toplamlar birer integral olup
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kPk ! 0 için B üzerinde iki katl¬integrale yaklaş¬r. Buna göre,

x =

ZZ
B

x� (x; y) dA

ZZ
B

� (x; y) dA

, y =

ZZ
B

y� (x; y) dA

ZZ
B

� (x; y) dA

olur. Paydadaki integraller levhan¬n kütlesi oldu¼gundan

x =
1

M

ZZ
B

x� (x; y) dA, y =
1

M

ZZ
B

y� (x; y) dA

yaz¬labilir. E¼ger levhan¬n yo¼gunlu¼gu sabit bir k de¼gerine eşit, yani levha homogen ise,M = k:A

ve ZZ
B

xkdxdy = k

ZZ
B

xdxdy

olaca¼g¬ndan

x =
1

A

ZZ
B

xdxdy, y =
1

A

ZZ
B

ydxdy

olarak yaz¬l¬r. Burada A, levhan¬n alan¬n¬göstermektedir.

Örnek 5. y2 = 4x+ 4 ve y2 = �2x+ 4 parabolleri taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgeye yerleştirilen

homogen levhan¬n a¼g¬rl¬k merkezini bulunuz.
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Çözüm. Önce levhan¬n alan¬n¬bulal¬m.

A =

2Z
�2

1
2(4�y2)Z
1
4
(y2�4)

dxdy

= 2

2Z
0

1
2(4�y2)Z
1
4
(y2�4)

dxdy

= 2

2Z
0

x j
1
2(4�y2)
1
4
(y2�4) dy

=

2Z
0

�
6� 3

2
y2
�
dy

=

�
6y � 1

2
y3
�
j20

= 8

bulunur. Buradan

x =
1

A

ZZ
B

xdxdy

=
1

8

2Z
�2

1
2(4�y2)Z
1
4
(y2�4)

xdxdy

=
1

8

2Z
�2

x2

2

1
2(4�y2)Z
1
4
(y2�4)

dy

=
1

16

2Z
�2

�
3

16
y4 � 3

2
y2 + 3

�
dy

=
2

5

olur. Bölge Ox� eksenine göre simetrik ve levha homogen oldu¼gundan y = 0 olacakt¬r. O

halde a¼g¬rl¬k merkezi M
�
2

5
; 0

�
noktas¬d¬r.
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Al¬̧st¬rmalar

1. Köşeleri A(x1; y1); B(x2; y2); C(x3; y3) olan üçgensel levhan¬n a¼g¬rl¬k merkezini bulunuz.

2. x2 = y ve x = y2 parabolleri taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgeye yerleştirilen bir levhan¬n

yo¼gunlu¼gu, her noktada o noktan¬n ox� eksenine olan uzakl¬¼g¬n¬n karesi ile orant¬l¬ olarak

de¼gi̧smektedir. Bu levhan¬n kütlesini bulunuz.

3. y = 6x�x2 parabolü ile y = x do¼grusu taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgeye yerleştirilen homogen

levhan¬n a¼g¬rl¬k merkezini bulunuz.
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