14. iKi KATLI INTEGRALLERIN UYGULAMALARI

14.1. Alan Hesabi

Iki kath integral tanimlarken, (zy, ) € By icin

|1131”I20k2:;f (Tr, yp) AAL = /B/f (x,y) dxdy

oldugu verilmisti. Her (z,y) € B i¢in f (z,y) = 1 olarak tamimlanirsa yukaridaki egitlik

lim E AA, = //dxdy
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seklini alir. Parcalanma nasil yapilirsa yapilsin AA; alanlarinin toplami B bolgesinin alam

Alan (B) = / / dxdy

olur. Kutupsal koordinatlara gegildiginde, Jakobiyen r olacagindan

Alan (B) = / / rdrdf

olacagindan

olarak bulunur.

Ornek 1. y = 22 egrisi ve y = 2z + 3 dogrusu tarafindan simrlanan bolgenin alaninim

hesaplayiniz.
Coziim.
? = 22+3

= 2*—2r—-3=0

— 11 =3, 19 =—1



olup buradan

olarak bulunur.

Ornek 2. r = 12 cos 3y giiliiniin bir yapragimn alanim bulunuz.

Coziim.
r = 12cos 3¢
olmak tizere
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bulunur.

Ornek 3. 72 = a2 cos 2¢ lemniskat: tarafindan simirlanan bolgenin alammi bulunuz.



Coziim.

r? = a®cos2yp

ise

olup buradan
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olarak bulunur.

14.2. Hacim Hesabi

f fonksiyonu B bolgesinde siirekli ve pozitif tanimh ise

Z I @k, yr) DA
k=1

ifadesi, taban alam A Ay, yiiksekligi f (zx, yx) olan dik prizmalarin hacimleri toplamidir. Eger
B bolgesi parcalanmanin normu sifira gidecek sekilde parcalanirsa bu hacimlerin toplami, z =
f (z,y) denklemli yiizey, B bolgesi ve B bolgesini taban kabul eden dik silindir arasinda kalan
bolgenin V' hacmine egit olur. O halde

V= [[ 1y dudy



olur.

2 yz 22y .
Ornek 2. a, b > 0 dir. z0y— diizlemi, z = — s T 5 2 paraboloidi ve — + e = 2— silindiri
a

arasinda kalan bolgenin hacmini hesaplaylmz.
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Coziim.

olmak {izere
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olur.

Ornek 3. z =24y, 2 =0, 2 =0, 24y = 1 diizlemleri tarafindan smirlanan balgenin hacmini

bulunuz.

Coziim.

- /B f (e, y) dudy



olmak tizere
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olarak bulunur.
Aligtirmalar
1. y = 5 — 2% parabolii ile y = —z dogrusu arasinda kalan boélgenin alanini bulunuz.

2. x = y> ve x = y? egrileri arasinda kalan bolgenin alanini bulunuz.

3. y=2vy1—22yarnm elipsi ve x = 1, x = —1, y = —1 dogrulan tarafindan simirlandirilan

bolgenin alanini bulunuz.
4. v+y+2z =3, 22 +y* =1, z = 0 yiizgeyleri tarafindan simirlanan boélgenin hacmini bulunuz.

5. Ustten z = 22412 paraboloidi, alttan zoy diizlemi ve yandan 2%+ 1? = 4 silindiri tarafindan

sinirlanan boélgenin hacmini bulunuz.
14.3. Kiitle Hesabi

xOy diizleminde, yogunlugu o (z,y) olan bir levha B bélgesine yerlestiriliyor. o yogunluk
fonksiyonu B iizerinde siirekli olsun. B nin herhangi bir parcalanmasi P = {By, By, ..., B,}
ve By da alinan herhangi bir nokta (xy,yx) olsun. Herbir By bolgesine yerlestirilen levhanin

kiitlesi, yaklagik olarak A Ay, By bolgesinin alani olmak iizere o (zy, yr) AAx olur. Buna gore,



biitiin levhanin M kiitlesi, yaklasik olarak,

> o (k) A4

[
k=1

olur. P parcalanmasinin normu ne kadar kiigiik olursa yaklagik o derece iyi olur. Su halde

levhanin M kiitlesi

n

M = lim o(xr,yi) AA
1P £ (Tk, Yk) k

olacaktir. Sag taraftaki limit / / o (z,y) drdy integrali oldugundan
B

M://a(a:,y)d:cdy

olarak bulunur. Eger levha homogen, yani o (z,y) = k ise M = k.A olur. Burada A, B

bolgesinin alanidir.

Ornek 4. 5 em yaricaph daire seklindeki bir levhanin yogunlugu, her noktada o noktann daire
merkezine olan uzakhg ile orantili olarak degismektedir. Dairenin sinir1 {izerinde yogunluk 10

olduguna gore bu levhanin kiitlesini bulunuz.
Coziim. (r,y) noktasindaki yogunluk o (z,y) = kv/x2 + ¢?2 dir.
2% +y? = 25 igin o (z,y) = 10 oldugundan

kvV25 = 10

bk = 10

E = 2



olup o (z,y) = 2y/x? + y? dir. Buna gore

M = //a(x,y)dxdy

= //2\/$2 + y2dxdy
B
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olur.
14.4. Agirlik Merkezinin Bulunmasi

(x,y) noktasindaki yogunlugu o (z, y) olan ve xOy diizleminde bir B bolgesine yerlestirilen bir
levhay1 gozoniine alalim. B bolgesinin bir par¢alanmasi P = { By, B, ..., B,} ve (zx, yx) da By
bolgesinde bir nokta olsun. By bolgesinde bulunan levhanin kiitlesi, A Ay, By bolgesinin alan
olmak iizere, yaklagik olarak o (zy, yx) A Ay kadardir. Bu kiitleyi (zy, yx) noktasima toplanmig
gibi diisiinebiliriz. Boyle noktalara kiiresel nokta adi verilir. Bilindigi gibi, bir kiiresel nokta

sisteminin agirlik merkezinin = ve y koordinatlari

Zxkff (xkvyk) AA,;, Yo (5% yk) AA
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bigiminde tamimlanir. o (z,y) siirekli oldugunda, yukaridaki toplamlar birer integral olup



|P|| — 0 igin B iizerinde iki katli integrale yaklagir. Buna gore,

jC/xaCay)dA (//@U(xJDdA
o //a(a:,y)dA’ " //a(x,y)dA

olur. Paydadaki integraller levhanin kiitlesi oldugundan

E:%//ma(x,y)d/l, y:%//ya(x,y)d/l

yazilabilir. Eger levhanin yogunlugu sabit bir k£ degerine egit, yani levha homogen ise, M = k.A

//xk:dxdy:k;//xdxdy
B B
v = [ s 7= [ [ vind
T= rdxdy, Y= ]yeray
B B

olarak yazilir. Burada A, levhanin alanini géstermektedir.

ve

olacagindan

Ornek 5. y? = 4z + 4 ve y? = —2x + 4 parabolleri tarafindan simirlanan bolgeye yerlestirilen

homogen levhanin agirlik merkezini bulunuz.



Coziim. Once levhanmn alanim bulalim.

bulunur. Buradan
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olur. Bolge Oz— eksenine gore simetrik ve levha homogen oldugundan y = 0 olacaktir. O

halde agirlik merkezi M (;, 0) noktasidir.



Aligtirmalar
1. Koseleri A(z1,y1), B(x2,92), C(x3,ys3) olan iicgensel levhanin agirlik merkezini bulunuz.

2. 22 = y ve v = y? parabolleri tarafindan smirlanan bolgeye yerlestirilen bir levhanin
yogunlugu, her noktada o noktanin or— eksenine olan uzakliginin karesi ile orantili olarak

degismektedir. Bu levhanin kiitlesini bulunuz.

3. y = 6x — x? parabolii ile y = z dogrusu tarafindan smirlanan bolgeye yerlestirilen homogen

levhanin agirlik merkezini bulunuz.

10



