Limit

Bu boliimde, matematik analizde temel bir gorevi olan limit kavrami ince-
lenecektir. Analizdeki bir ¢ok problemin ¢oziimiinde limit kavramina gereksinim
duyulmaktadir. Bunlardan bazilar1; bir noktada bir egriye gizilen tegetin
bulunmasi, fonksiyonun, tanimli olmak zorunda olmadigi bir noktanin ¢ok
yakinindaki noktalardaki, veya sonsuzdaki, davraniginin belirlenmesi, grafiginin
¢izilmesi, fonksiyonun grafigi altinda kalan diizlemsel bolgenin alaninin bu-
lunmasi gibi problemlerdir.

Ornegin, f (z) = 9;2 __11 fonksiyonu, her = # 1 reel sayisi i¢in tanmimhdir.
Boylece,  # 1 igin f(x) = "’“j =1 = (xfi)f(fﬂ) = z + 1 yazlabilir. Bu da;
r = 1 noktas1 digindaki tiim reel sayilar i¢in f (x) = z 4+ 1 fonksiyonunu
verir. Bu durumda, 1 sayisina oldukga yakin olan x degiskenlerinin f (x)
goriintiileri "2" degerine ¢ok yakin olacaktur.

Boylece, limit kavraminin sezgisel tanimi agagidaki gibi verilir:

Tanim 2.1. f fonksiyonu, xq sayisine kapsayan bir agik aralikta, belki
xo harig, tanwml olsun. x degerleri xo saypsina yeterince yakin, ama xg
degerinden farkly alinarak, f(z) degerleri L saysina istenildigi kadar yakin
yapulabiliyorsa, x degiskeni xo sayisina yaklagirken f (x) fonksiyonunun lim-
it L saypnsider, denir ve

lim f(x)=1L

T—T0

ile gosterilir.
Uyar: 2.2.

1. Bu tamima gore; f fonksiyonu zy noktasinda tanimli olmak zorunda
degildir, ancak, xy noktasinin bir civarindaki noktalarda tanimli ol-
malidir.

2. lim, ., f (z) = L gosterimi,  — x iken f () — L olarak da yazlr.

3. "lim, ., f (z) var" ifadesi, "L sonlu olmak tizere, lim, ., f (z) = L" anlamimdadir.

Ciinkii, herhangi bir reel say1 sonludur. R reel sayilar kiimesine —oo ve
+00 (sirasiyla, eksi sonsuz ve art1 sonsuz) sembollerinin eklenmesiyle
elde edilen sisteme, genisletilmis reel say: sistemi denir ve R := R U
{—00, +o0} ile gosterilir. —oo ve 400 sembolleri birer reel say1 olmayip,
her x € R i¢cin —o0 < x < 400 seklinde siralama bagintis1 vardir.
Ayrica, reel sayilar ve —oo, +00 arasinda, asagidaki aritmetik iglemler
tanimlanir:



a bir reel say1 ise a + 0o = (+00) +a = +00, a — 00 = —00 + a =

—o0, = =0,

a > 0ise a(+00) = (+00)a = 400 ve a. (—0) = (—o0) .a = —o0

a<0isea(+o0)=(+o0)a=_oovea. (—o0)=(—00).a =+00.
a a

a € R=a+o00=(+00)+a=+400, a —00=—-00+a=—00, — =—— =0,
—00 400

a > 0= a(+00) = (4+00)a =400, a(—00) =(—00)a =—o0,

a < 0 = a(+0)=(+00)a=—00, a(—0) = (—0)a = +00.

Ayrica,

(+00)+(+00) = (+00) (+00) = (—00) (—00) = +00 ve—c0—00 = (+00) (—00) = (—00)

olarak tanimlanir. Ancak, co—o0, 0.00, 2 ve = iglemleri tamimlanamaz.

0
Bunlara belirsiz sekiller denir.

Limitin teknik tanmim ((¢,d) Tanimi):
f fonksiyonu xq sayrsine kapsayan bir a¢ik aralikta, belki xo harig, taniml
olsun. Her € > 0 (ancak, kiigiik) sayisi i¢in bir 6 > 0 sayisi,

0<|r—mx0 <diken |f(z)—L|<e

ifadesi saglanacak sekilde bulunabiliyorsa, x, xo sayisina yaklasirken f (x) fonksiyonunun
limiti L saysidar, denir ve lim, ., f (z) = L ile gosterilir.
Bu tanim, matematik semboller kullanilarak asagidaki gibi yazilir:

lim f(x)=LeVe>030>0 3 0< |z —xo| <d=|f(x) - L| <e.
(1)

Uyar1 2.2. © — xq iken f (x) fonksiyonunun limitinin L oldugu gergegi,
(1) ile kontrol edilebilir.

Ornek 2.3. lim,_; % = 2 oldugunu limitin tanimini kullanarak gos-
teriniz

Céziim. Tanmim 2.2 ye gore, verilen bir ¢ > 0 icin, bir 6 > 0 sayisi; z
degiskeni xy = 1 noktasinin ¢ civarinda ve x # 1 iken f (z) degeri L = 2



saywisinin € civarinda kalacak sekide, yani, 0 < |z — 1| < ¢ iken |f (z) — 2| <
e saglanacak sekilde bulunmalidir.Bu durumda, = # 1 oldugundan

2?2 -1
F-2 = [T
= |lz—-1|<e.

buradan § = ¢ segilebilir, boylece, 0 < |z — 1| < § = ¢ iken |f (z) — 2| <

o . 2_ 1.
e saglanir ve lim, 1 £=t = 2 elde edilir.

Teorem 2.4. Eger lim, .., f (x) var ise bir tektir.

Ornek 2.5. Limitin tanimim kullanarak

1. lim,_,, ¢ = ¢ (c bir sabit)
2. lim,_,,, v = 2

3. lim,_,gzsin % =0
oldugunu gosteriniz.

Limitin tanimi kullanilarak, limitlerin hesabi i¢in asagidaki kurallar elde
edilir:

Teorem 2.6. (Limit Kurallary) lim, ., f (x) = L ve lim,_,,, g (z) =
M 1ise, asagqdaki durumlar gerceklenir:

1. limg oy (f () £g(x) =L+t M
2. limy ., (f(2).9g(z)) =L.M
3. lim, ., c.f () = c.L (c sabit)
4. limg_p, % =L M#o.
Teorem 2.6 kullanilarak bir polinomun ve rasyonel fonksiyonun bir nok-
tadaki limiti agagidaki gibi bulunur:
Teorem 2.7. Eger ag,--- ,a, € R, a, # 0 ve

P(z) = apa™ + -+ ag



ise

olur.

Teorem 2.8. P (x), Q (x) polinomlar olmak tzere, Q) (c) # 0 ise

P P
lim (z) =a,c"+---+c= (c)

a—e Q (2) Q (c)

olur.
Ornek 2.9. lim, ., ;”2—124 limitini hesaplayiniz.

(Céziim. Bu soruda, x — 2 iken pay ve payda sifira gitmektedir. Bu du-
rumda, limit kurallar1 dogrudan uygulanamaz, ancak, x # 2 i¢in ;‘72’_24 =
#2 oldugu kullanilarak, limit kurallar1 uygulanacak bir durum elde edilir.

Boylece,

r—2 x—2 11
P gL (x—z)(x+2):ilfix+2:?1
(£72)

bulunur.

Ornek 2.10. lim,_,; xff;;c 1+ 7 limitinin var olup olmadigim aragtirimiz.

Coziim. Buradaki fonksiyonun paydast igin, lim, .; (z* — 5z +4) = 0 ve
pay1 i¢in, lim, .; (2 + 1) = 3 olur. Bu durumda lim,_,; IQZ_ITELZL = oo olup,
limit yoktur.

Teorem 2.6 kullanilarak agagidaki sonuclar elde edilir:

1. n pozitif bir tamsay1 iken lim, . [f (2)]" = [limg_., f (2)]™.

2. n pozitif bir tamsay1 iken lim, ., ¥/f (¥) = {/lim,_,, f (z), n cift ise
lim, ., f () > 0 ise kabul edilir.

Tek tarafli Limitler

Ornek 2.11. f(z) = %‘, x # 0 fonksiyonu i¢in lim, .o f (z) limitinin
olmadigini gosteriniz.



. 1, >0
Cozim. f(z) = 1 r<0
her agk aralik, |f (z) — f (y)| istenildigi kadar 2 ye yakin olacak sekilde
x,y noktalarmi igerir. O halde, x¢y = 0 noktasina yaklagan biitiin x degerleri
i¢in, f (x) degerlerinin istenildigi kadar yakimn oldugu bir say1 bulunamaz.

oldugundan, xo = 0 noktasini iceren

Tanim 2.12. f fonksiyonu bir (a,xq) agik arahginda tanimb olsun. x
degiskeni xo sayisina yeterince yakin alinarak, f(x) degerleri L™ sayisina
istenildigi kadar yakin yapuabiliyorsa, x degiskeni xo sayisina (soldan) yak-
lasirken f (z) fonksiyonunun sol tarafly limiti L~ sayisdur, denir ve

lim f(z)=1L"

$—>$07
ile gosterilir.

Sol tarafli limitin teknik tanimi ((¢,d) Tanum): f fonksiyonu bir
(a,x9) agik araliginda tanimly olmak dzere, eger her € > 0 sayist i¢in bir
0 > 0 says,

29— 0 <z <zgiken |f(z)—L|<e

saglanacak sekilde bulunabiliyorsa, x degiskeni xy sayisina (soldan) yaklagirken
f () fonksiyonunun sol tarafl limiti L~ saysuder, denir ve lim, ., _ f (v) =
L~ ile gosterilir.

Bu tanim, matematik semboller kullanilarak asagidaki gibi yazilir:

lim f(z)=L &Ve>036>0 dap—d<a<zg= |f(z)—L7|<e

wﬂl‘of

Tamim 2.13. f fonksiyonu bir (xo,b) ac¢ik araliginda tanwmly olsun. x
degiskeni xy sayisina yeterince yakin alinarak, f(x) degerleri LT saysina
istenildigi kadar yakin yapilabiliyorsa, x degiskeni xo sayisina (sagdan) yak-
lagirken f (z) fonksiyonunun sag tarafly limiti L™ saysids, denir ve

lim f(z)=L"

.’Eﬂmo_'.
ile gosterilir.

Sag tarafli limitin teknik tanim ((¢,0) Tanimi): f fonksiyonu bir
(zo,b) agik araliginda tanamly olmak tzere, eger her ¢ > 0 sayist igin bir
0 > 0 saysi,

To < ¥ <o+ 0 iken |f(z)—Lt|<e



saglanacak sekilde bulunabiliyorsa, x degiskeni zo sayisina (sagdan) yak-
lasirken f () fonksiyonunun sag tarafls limiti L™ saysidar, denir ve lim, ., , f () =
L™ ile gosterilir.

Bu tanim, matematik semboller kullanilarak asagidaki gibi yazilir:

lim f(z)=L"&Ve>036>0 dag<z<zo+d=|f(z)—LT| <e.

TT+

lz|
x

Ornek 2.14. lim,_,o- 2l — 1 ve lim, o+ = = 1 oldugunu gosteriniz.

Ornek 2.15. lim, o+ \/z = 0, lim,_,o- \/z yoktur, gésteriniz.

Teorem 2.16. Bir f fonksiyonunun xo noktasinda limitinin var olmas:
i¢in gerek ve yeter kogul, xo noktasinda tek tarafly limitlerinin var ve birbirine
egit olmasidir. Yani,

lim f(z)=L<= lim f(z)= lim f(x)=0L.

T—T0 TT o+ T—To—

Sonsuzdaki Limitler

Bir f fonksiyonunun tanim kiimesi iistten sinirsiz ise, x bagimsiz degigkenleri, verilen
herhangi bir pozitif sayidan daha biiyiik olarak alinabilir. Bu durumda, = art:
sonsuza gider denir ve x — +o0 ile gosterilir. Benzer sekilde, f fonksiyonunun
tanim kiimesi alttan sinirsiz ise, x bagimsiz degiskenleri, verilen herhangi bir
negatif sayidan daha kiiciik alinabilir. Bu durumda, x eksi sonsuza gider
denir ve x — —oo ile gosterilir. Bir f fonksiyonunun bagimsiz degigkeni =z,
art1 (eksi) sonsuza giderken f (x) degerleri bir L sayisina, istenildigi kadar
yakinlagabilir. Bu diisiince, asagidaki tanimda verilir:
Tanim 2.17.

1. Yeterince biyik tim x degerlerine kargilik gelen f (x) degerleri bir L
saysina istenildigi kadar yakin yapilabiliyorsa, x arty sonsuza giderken
f () fonksiyonunun limiti L sayisidir, denir ve

lim f(z)=1L

r—+00

ile gosterilir.



2. Yeterince kiigiik tim x degerlerine kargihik gelen f (x) degerleri bir M

1.
2.

sayrsina istenildigi kadar yakin yapilabiliyorsa, x eksi sonsuza giderken
f (z) fonksiyonunun limiti M sayisider, denir ve

lim f(z)=M

r——00

ile gosterilir.

Sonsuzdaki limitlerin teknik Tanima:

1. f fonksiyonu bir (a,00) araliginda tanvmly olsun. Eger, her € > 0 sayist

iein bir B > 0 sayust,
her z > Bigin |f(x)—L| <e

ifadesi saglanacak sekilde bulunuyorsa, x arti sonsuza giderken f (x) fonksiyonunun
limiti L sayrsider, denir ve

lim f(x)=1L

r——400

ile gosterilir.

. [ fonksiyonu bir (—oo,a) araliginda taniml olsun. Eger, her € > 0

sayest wein bir K > 0 sayse,
her x < K i¢in |f (z) — M| <e

ifadesi saglanacak sekilde bulunuyorsa, x eksi sonsuza giderken f (x) fonksiyonunun
limiti M saysider, denir ve

lim f(z)=M

r——00

ile gosterilir.

Bu tanim, matematik semboller kullanilarak asagidaki gibi yazilir:

lir+n f(r) = LeVe>03dB>0 sVe>B=|f(z)—L|<e
lim f(z) = MeVe>03K <0 3Ve <K= |f(z) - M| <e.

Uyar1 2.19.



1. x — 400 ve £ — —o0 iken y = f (x) fonksiyonu ayni L limitine yak-
lagabilir. Bu durum; x in mutlak degerce ¢ok biiyiik olan tiim degerler-
ine karsilik gelen f (x) degerlerinin, L sayisina yeterince yakin olacagi
anlamina gelir. Boylece, lim, .+, f () = L yazilir ve bu tamima denk
olan teknik tanimi soyle ifade edilir: Eger, her ¢ > 0 sayist i¢in bir
N > 0 sayis,

her z > |N| igin |f (z) — L| < ¢

ifadest saglanacak sekilde bulunuyorsa, x arti ve eksi sonsuza giderken
f () fonksiyonunun limiti L sayisidir, denir ve

lim f(z)=1L

r— 300
ile gosterilir.

2. Eger, zy yerine oo alinirsa, bu durumda, Teorem 2.4 ve Teorem 2.6
gecerlidir.

Ornekler 2.20.

ol _
14z

lz| _

1 ve lim,_,_ ts =

1. lim, i oo —1 oldugunu gosteriniz.

2. lim,_ 4o % = 0 oldugunu gosteriniz.

3. limy 400 = 1 oldugunu gosteriniz.

A
r+1

(C6ziim. Herhangi bir € > 0 verilsin. Bu durumda,

[f () = L| =

T 1 - 1 -
_ — - I
r+1 lz+1] |z

egitsizliginin saglanmasi igin |x| > % olmalidir. Boylece, |z| > % egitsizligini
saglayan her x i¢in —%5 in 1 e uzakligi ¢ dan kiigtiktiir. Boylece, bir M
say1sl, % olarak secilebilir. O halde, lim, ., -7 = 1.

4. lim,_,, o sinz limitinin olmadigini gosteriniz.

(6zim. Herhangi bir (a,+o00) yar1 sirsiz araligindaki noktalarda,
sin z fonksiyonu —1 ile 1 arasindaki tiim degerleri salinim yaparak alir.
Boylece, x — +o0 iken sin x goriintiilerinin yaklagtigi bir tek L degeri
var olmayip, limit yoktur.



5. lim, 4o i—ﬂ = 1 oldugunu gosteriniz.
Coziim. Uyar1 2.19 un 2. sikkindan, sonsuzdaki limit kurallar1 dogru-
dan uygulanamaz, ciinkii, lim, 4 i—f} limiti, > formunda, bir belir-
siz gekildir. Bu durumda, cebirsel iglemler yapilarak, limit kurallarinin
uygulanabilecegi bir durum elde edilir:
lim = lim T = - ® = =
z—too x — 1 LU—>:|2001—; 1_hmx—>:too; 1-0

1.

6. am, b, # 0 olmak iizere, rasyonel fonksiyonun sonsuzdaki limiti agagi-
daki gibi hesaplanir:

_ _ 0 m < n ise
Ay ™ + -+ ag . a4 agr" )
im T = lim ; pp— =< (£)oo m>nise .
xr—+0o0 €T r—+o00 xr— .
" e A bo n 0o Gm m=nise
n

7. lim, o (\/ 2 +1-— x) = 0 oldugunu gosteriniz.

Sonsuz Limitler

Eger © — x4 iken bir f (z) fonksiyonunun limit davramgi "mutlak degeri
simirsiz olarak artiyor" geklinde ise, + — xo iken f(x) fonksiyonu sonsuza
yaklagir, denir.

Tanmim 2.21. f fonksiyonu x( sayisini iceren bir aralikta, x( harig, tanimh
olsun.

1. Eger, xy sayisina yeterince olan tim x degerlerine kargilik gelen f (x) degerlert,
verilen herhangi yeterince biiyik sayidan daha biyik oluyorsa, x —
xg tken f(x) fonksiyonu artr sonsuza yaklagir denir ve lim, ., f (z) =
+o00 ile gosterilir.

2. Eger, xo sayisina yeterince olan tim x degerlerine karsilik gelen f (x) degerleri,
verilen herhangi yeterince kiiciik sayidan daha kiciik oluyorsa, x —
xq iken [ (x) fonksiyonu eksi sonsuza yaklagir denir ve lim, ., f (z) =
—oo ile gosterilir.

Bu durumda, 1. (veya 2.), z degerleri x sayisina yeterince yakin yapilarak,
f () degerleri simirsizca artar (sinirsizca azalir) anlamindadir.

Uyar1 2.22. lim,_,, f (z) = +oo (veya —o0) gosterimi, "oo sembolii
bir say1 gibi aliniyor ve limit var" demek degildir. Sadece, x degiskeni xg
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a yaklagirken f (x) degerlerinin sinirsizca biiyiidiigiinii (veya kiigiildiigiinii)
belirtmek ic¢in kullanilir.

Sonsuz limitlerin Teknik Tanimi: f fonksiyonu x¢ sayisine kapsayan
bir agik aralikta, xo haric, tanimiy olsun.

1. Her B > 0 (ancak, biiyiik) says i¢in bir § > 0 sayst,
0< |z —mx| <diken f(x) > B

ifadesi saglanacak sekilde bulunabiliyorsa, x xo sayisina yaklasirken
f (z) artr sonsuza yaklaswyor, denir ve

lim f(z) =400

T—xQ
ile gosterilir.
2. Her K <0 sayist i¢in bir 6 > 0 sayist
0 < |z —x <0 iken f(z) < K

ifadest saglanacak sekilde bulunabiliyorsa, x xy sayisina yaklasirken
f () eksi sonsuza yaklagiyor, denir ve

lim f(z) =—00

T—T0

ile gosterilir.
Sembolik olarak:

1. lim f(z) = 400 VB>036>0 50< |z —129| < iken f(x) > B

T—T0

2. lim f(z) = -0 VK <030>0 30< |z—x0 <0 iken f(z) < K.

T—To

Tek tarafli sonsuz limitler icin

lim f(z) = —oo lim f(z)=+o0
T—Tq x—>$0
1im+ f(x) = —oo lim f(x)=4oc0
x—)ZEO .’L'—?"L'O

tanimlar1 benzer olarak yapilir.

Ornek 2.23.
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L. lim,_+ =5 = +oo ve lim,_,;- -5 = —o0 oldugunu gosteriniz.

Sonsuzdaki Sonsuz Limitler

x gok biiytirken f (x) degerleri de ¢ok biiyiik oluyorsa, bu durum,

1ir+n f(z) =40
gosterimi ile ifade edilir. Benzer olarak, f(z) fonksiyonunun davranglari
asagidaki gosterimlerle ifade edilir:

lim f(z)=—o0, lim f(z)=+40c0, lim f(z)=—oc.

T—-+00 T——00 T——00

Ornek 2.24.

3:

L. lim, o0 22 = H00, lim, , o (—22) = 400, lim, ., o= —00.

2. lim,_ ., o (23 — 2?) = +00 olur, gergekten, lim, ., o (23 — 2?) = (+00)—
(+00) olur, bu durumda cebirsel iglemler ile, lim, . o 2% (x — 1) =
(+00) . (+00) = +00 bulunur.

3. im0 (227 — 3z + 7) = lim, 0o 2? (2 — 2 4+ 5) = (4+00) .2 = +00.

T

Limit kurallarinin dogrudan uygulanamadigi durumlarda, limitin hesab1
icin agagidaki test cok kullanighdir.

Teorem 2. (Sikistirma Teoremi) = degiskeni xo a yaklasirken g (x) ve
h(z) fonksiyonlarinin limitleri ayni L sayist olsun ve bir f fonksiyonunun
f (z) degerleri, g (z) ile h(x) arasinda kalsin. Bu durumda, = degiskeni xy a
yaklagirken f (x) fonksiyonunun limiti var olup, degeri L sayisidir:

g(z) < f(x)<h(zx) ve lim g(z)= lim h(z) =L = lim f(z)= L.

T—T0 T—T0 T—T0

sinz

Analizde lim,_,q % limiti ¢ok dnemlidir. Dogrudan limit kurallar1 kul-
lanilirsa g belirsiz sekli ile karsilagilir. Bu durumda, sikigtirma teoremi kul-
lanilarak limit hesaplanabilir.

Odev 2.25.

sinx
T

1. lim, o = 1 oldugunu gosteriniz.
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cosx—1
T

2. lim, g = 0 oldugunu gosteriniz.

3. lim, g S“g% = % oldugunu gosteriniz.



