3.9 Yiiksek Mertebeden Tiirevler
y = f(x) fonksiyonu verildiginde

v == )

ifadesine f fonksiyonunun tiirevi veya birinci tiirevi denir. Eger f’ fonksiyonu
da tiirevlenebiliyor ise

NS d dy 7d2y7 "
W) =y'=-()="75=/(

tiirevine f nin ikinci (basamktan veya mertebeden) tiirevi denir. Yine f”
fonksiyonunun da tiirevlenebilir olmasi halinde

d3y
(y/l)/ — yl// — @ — f///(x)

ifadesine de f nin tigiincii tiirevi denir. Tiirevlenebilirlik var oldugu siirece daha
yiiksek mertebeden tiirevler bulunabilir. n > 3 icin tiirevin mertebesi parantez
icinde dogal say1 olarak gosterilir. Buna gore n. tiirev

y™ = % = f™(z)
bigiminde gosterilir.
Ornek 144 f(z) = 32* — 22° 4 2% — 4o + 2 fonksiyonu icin fO)(z) =7
Ornek 145 f(z) =1 i¢in fV(2) =2, f(M(1) =7
Ornek 146 f(z) = sinx i¢in ) (z) =?
Ornek 147 f(x) = cos 3z icin f™(z) =?
Ornek 148 f(z) = sin® z i¢in ) (x) =?

Ornek 149 Asajidaki fonksiyonlar igin f"(0) var madir? Varsa bu tirevi hesaplayimaz.

sin% , #£0
1. f(z) =
0 , =0
xsin% , x#£0
2. f(z) =
0 , =0
x2sin5 , ©#0
5. fla) =
0 , =0
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Ornek 150 2?4+ 4 + 3zy + 3y2 + 62 + 6y = 0 ile tanaml y = f(z) fonksiyonu
igin y"(1) =7

Ornek 151 f(z) = 2", n € N, fonksiyonu i¢in

[ Q) fFM(1)
T T

S+ =2"

egitliginin dogrulugunu gdsteriniz.

4 TUREVIN UYGULAMALARI

Bu kesimde tiirevin uygulamalarindan bazilarimi (maksimum-minimum prob-
lemleri, grafik gizimleri, limit hesaplamalar1 v.b.) gorecegiz.

Noktasal olarak grafik cizimi grafigin genel geklini belirlemede yararl ol-
masina ragmen sadece grafik ile ilgili bir yaklasim belirtmektedir. Kag noktay1
gizersek ¢izelim iki nokta arasindaki sekli sadece tahmin ederiz. Bu kisimda bu
belirsizligi gidermek icin tiirevi nasil kullanacagimizi gérecegiz.

4.1 Maksimum-Minimum

Bir fonksiyonun grafigi iizerinde soldan saga hareket ederken fonksiyonun davranigim
agiklamada artanlik ve azalanlik kavramlarini kullanacagiz. Bilindigi gibi, f
fonksiyonu reel sayilarin bir I alt araliginda taniml olmak iizere eger I araligin-
daki her 21 < x5 igin f(x1) < f(x2) ise f fonksiyonu I araliginda artandir. Eger

I araligindaki her x1 < x5 igin f(z1) > f(z2) ise f fonksiyonu I araliginda aza-
landir. Ornegin, grafigi asagidaki sekilde verilen fonksiyon (—oo,0) araliginda
artan (0,2) araliginda azalan ve (2, 00) araliginda yine artandir.

Geometrik olarak eger bir fonksiyonun grafigi bir aralikta pozitif egimli teget
dogrulara sahipse bu fonksiyon o aralikta artandir. Benzer sekilde bir aralikta
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fonksiyonun teget dogrular1 negatif egimli ise fonksiyo o aralikta azalandir.

Tegetin egimi daima pozitif Tegetin egimi daima negatif
Bu diisiince ile agagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 152 f fonksiyonu (a,b) araligumn her noktasinda tirevlenebilen bir
fonksiyon olsun. Bu araligin her x noktasinda f'(x) > 0 ise f bu aralikta
artandir. (a,b) araligindaki her « ig¢in f'(x) < 0 ise f bu aralikta azalandor.

Ornek 153 f(x) = 22 — 42+ 3 fonksiyonunun artan ve azalan oldugu araliklary
bulunuz.

Ornek 154 f(x) = 23— 322 +1 fonksiyonu hangi arahkta artan, hangi aralikta
azalandir?

Ornek 155 f(x) = 23 + 3z fonksiyonunun artan ve azalan oldugu aralklar.
bulunuz.

A C R olmak iizere f : A — R fonksiyonu verilsin. Eger her x € A igin
f(z) > f(xzo) olacak bicimde bir zy € A varsa f fonksiyonu A kiimesi iiz-
erinde mutlak minimuma sahiptir denir. f(zg) sayisina da f fonksiyonunun A
kiimesi {izerinde mutlak minimum degeri denir. Benzer gekilde her z € A igin
f(z) < f(zo) olacak bigimde bir g € A varsa f fonksiyonu A kiimesi iizerinde
mutlak maksimuma sahiptir denir. f(xg) sayisina da f fonksiyonunun A kiimesi
tizerinde mutlak maksimum degeri denir.

Tamm 156 xy noktasini iceren bir a¢ik araliktaki tim x noktalar igin f(x) >
f(zo) oluyorsa f fonksiyonu xo noktasinda bir yerel minimuma sahiptir denir.
Yine xg noktasina iceren bir acik araliktaki tiim x noktalar: i¢in f(x) < f(zg)
oluyorsa f fonksiyonu xo noktasinda bir yerel maxsimuma sahiptir denir. Eger
f fonksiyonu xg noktasinda yerel minimum veya maksimuma sahipse bu noktada
yerel ekstremuma sahiptir denir.

Uyar1 157 Yerel ekstremum deger ile mutlak ektremum deger kavramlary bir-
birinden ayrt edilmelidir. Mutlak ektremum degeri fonksiyonun tanwym kimesi
tizerinde veya belirtilen bir kiime tzerindeki en biyik veya en kii¢ik degeridir.
Ancak yerel ekstremum degeri ise fonksiyonun lokal bir aralik (veya bolge) iiz-
erinde aldigr en biiyiik veya en kiiciik degeridir.
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Ornek 158 Sekideki grafige sahip f : [—2,5] — R fonksiyonu 0 ve 4 nokta-
larnda yerel maksimuma 2 noktasinda ise bir yerel minimuma sahiptir. Yine bu
fonksiyon —2 de mutlak minimuma ve 4 noktasinda mutlak maksimuma sahiptir.

Uyar:1 159 Bu ag¢iklamalara gore xo noktasinda sirekli olan f fonksiyonu bu
noktanin solunda artan, saginda azalansa xo noktasy bir yerel maksimum nok-
tadir. Yine f fonksiyonu xg moktasinin solunda azalan, saginda artansa xg
noktast bir yerel minimum noktadir. Dolaysiyla f fonksiyonunun yatay tegete
sahip oldugu noktalar yerel ekstremum noktalaridir. Bununla birlikte fonksiy-
onun tirevlenemedigi noktalarda da yerel ekstremum olabilir. Buna gore asagi-
daki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 160 Eger [ fonksiyonu xg noktasinda yerel ekstremuma sahipse ya
f'(z0) =0 ya da f bu noktada tirevlienemezdir.

Ornek 161 f(x) = 3 — (z — 1)? ile verilen fonksiyon icin xo = 1 noktast bir
yerel maksimum noktadwr ve f'(1) =0 dur.

Y2

- 12
-2 X

Ornek 162 f(z) = |z — 1|—1 ile verilen fonksiyon igin xo = 1 noktasy bir yerel
minimum noktadwr ve f bu noktada tirevlenemez

Ornek 163 f(z) = 23 +1 fonksiyonu i¢in xo = 0 bir yerel minimum noktadir
ve f bu noktada tirevlenemez.

Tanim 164 f'(x) = 0 olan = noktalarna f nin duraklama noktalary denir. f
fonksiyonunun duraklama noktalarina veya tanim kimesine ait tirevlenemedigi
noktalara f min kritik noktalar: denir.
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Yukaridaki tanim ve teorem birlikte diisiiniiliirse bir fonksiyonun ekstremum
noktalarinin kritik noktalarda oldugu soylenebilir. Ancak her kritik nokta fonksiy-
onun bir ekstremum noktas1 degildir.

Ornek 165 f(z) = 2% fonksiyonu i¢in f'(z) = 322 olup o = 0 bir kritik
noktadir. Ancak bu nokta bir yerel ekstremum nokta degildir. Yine

22+1 , x>0
glx) = 0 x=0
—z2-1 , <0

fonksiyonu o = 0 noktasinda tirevienebilir degildir. Dolayisiyla bu nokta bir
kritik noktadir ancak bir yerel ekstremum nokta degildir.

Ornek 166 f(z) = 32° — 2023 fonksiyonunun kritik noktalarma bulunuz. Bun-
lardan hangileri yerel ektsremum noktadur.

Ornek 167 f(z) = xsinz + cosz fonksiyonunun [0,27] de yerel ekstremum
noktalarime bulunuz.

Yukaridaki gozlemler 1s181nda su teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 168 (Birinci Tiitev Testi) xo noktast f nin bir kritik noktas: ve f
bu noktada siirekli olsun.

1. Eger xo noktasimun solundaki bir ag¢ik aralbikta f'(x) > 0 ve sagindaki bir
agik aralikta f'(x) < 0 ise xg noktasy f nin bir yerel maksimum noktasidur.

2. Eger x¢ noktasinmin solundaki bir a¢ik aralikta f'(xz) < 0 ve sagindaki bir
agik aralikta f'(x) > 0 ise xg noktasy f nin bir yerel minimum noktasidar.

Buna gore siirekli f fonksiyonunun yerel ekstremum noktalar: f’ niin igaret
degigtirdigi noktalardir.

Ornek 169 f(z) = 2% — 322 — 1 fonksiyonunun yerel ekstremum noktalarna
bulunuz.

Ornek 170 flz) = 323 — 1523 fonksiyonunun yerel ekstremum noktalarin
bulunuz. xo = 0 yerel maksimum x1 = 2 yerel minimum noktadir. Fonksiyonun
xg da tirevlenemedigine dikkat ediniz.

Teorem 171 (ikinci Tiirev Testi) x¢ noktast f nin bir kritik noktasy ve f
bu noktada stirekli olsun.
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1. Eger f"(x¢) > 0 ise xg noktast f nin bir yerel minimum noktasidar.

2. Eger f"(x0) < 0 ise xog noktasy f nin bir yerel maksimum noktasidur.
Ornek 172 flz)== +% fonksiyonunun yerel ekstremum noktalarine bulunuz.

Siirekli fonksiyonlarin baz1 6zelliklerini daha 6nce inceledik. Bunlardan en
onemlisi kapali bir aralik tizerinde taniml siirekli bir fonksiyonun bu aralik tiz-
erinde mutlak ekstremum degerlerini aldigidir. Ancak bu bilgi bu ekstremum
degerlerin ne oldugunu ve hangi noktalarda bulundugunu vermemektedir. Ornegin,
f(z) = 32* — 423 + 12 geklinde tammh f fonksiyonu [—2,2] aralig1 tizerinde
siirekli bir fonksiyondur. Dolayisiyla bu aralik iizerinde mutlak ekstremum
degerlerini alir. Ekstremum degerlerin ne oldugu sorusu da énemlidir. Bununla
ilgili asagidaki teoremi ifede edebiliriz.

Teorem 173 f : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman f bu aralik iz-
erindeki mutlak ekstremum degerleini ya (a,b) agik aralhgindaki kritik notalarda
ya da a (veya b) ug¢ noktasinda aler.

Buna gore f : [a,b] — R siirekli fonksiyonu verildiginde mutlak ekstremum
degerleri bulmak igin agagidaki yol izlenebilir. Ilk olarak (a, b) arahgimdaki kritik
noktalar bulunur, yani tiirevin sifir yaptig noktalar ile tiirevlenemedigi noktalar
bulunur. Daha sonra fonksiyonun bu kritik noktalardaki degerlei ile f(a) ve f(b)
degereleri hesaplanir. Bunlarin en biiytigii mutlak maksimum, en kiiciigii mutlak
minimum degerdir.

Ornek 174 f(z) = 2% — 1522 + 36z bigiminde tansmly fonksiyonun [—1, 5]
araligindaki mutlak ektremum degerelerini bulunuz.

Ornek 175 flz) = 613 — 323 bigiminde taniml fonksiyonun [—1,1] araligin-
daki mutlak ektremum degerelerini bulunuz.

Uyar1 176 Teorem 173, siirekli olmayan fonksiyonlar i¢in gecerli degildir. Ornegin
f:[-1,1]—R
% , ©#0
flz) =
0 , =0

bigiminde tanimly fonksiyonu goz éniine alawm. f nin (—1,1) araligindaki kritik
noktasy sadece 0 dwr. Ciinki f bu noktada tirevli degildir. Bdéylece f(0) =
0,f(—=1) = —1 ve f(1) = 1 olup bunlarn hi¢ biri f nin mutlak ekstremum
degeri degildir.

Acik aralikta veya sonsuz aralikta taniml siirekli fonksiyonlarin mutlak ek-
stremum degerelrini bulma problemi zordur. Oncelikle bayle bir fonksiyonunu
mutlak ekstremum degeri olmayabilir. Olsa bile bu degerin bulunmast igin kesin
bir yontem yoktur.
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Ornek 177 f(x) = 32* + 423 bigiminde taniml fonksiyonun R de mutlak ek-
tremumu var madir?

,'\)_
I
N
-1
X L

Verilen fonksiyounun grafigini géz oniine alinirsa mutlak minimuma sahip oldugu
fakat maksimuma sahip olmadigy gorilmektedir. Yine mutlak mininmum degerinin
bir kritik noktada oldugu da gorilmektedir.

Asagidaki teorem, fonksiyonunu grafigini ¢cizmeden mutlak ekstremum degerini
bulmada kullanilabilir.

Teorem 178 f fonksiyonu I a¢ik arahginda tamamle sirekli bir fonksiyon ve xq
bu fonksiyonunu I araligindaki tek yerel ekstremum noktast olsun. O zaman xg
bir yerel minimum (maksimum) nokta ise f(xo) mutlak minimum (maksimum)
degerdir.

Ornek 179 f(z) =z + L fonksiyonunun (0,00) itzerindeki mutlak ekstremum
degerelerini (varsa) bulunuz.

Ornek 180 f(z) = zInz—x fonksiyonunun (0, 00) dzerindeki mutlak ekstremum
degerelerini (varsa) bulunuz.

4.2
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4.3 Maksimum-Minimum Problemleri

Bu kesimde daha once gelistirdigimiz yontemleri bazi optimizasyon peoblem-
lerinde nasil kullanacagimizi gorecegiz. Optimizasyon problemleri ¢oziiliirken su
yolu izlemede yarar vardir. Ilk olarak verilenler degiskenlerle gosterilir, maksi-
mumu veya minimumu istenen ¢okluk bu degigkenlerle ifade edilir, verilenler kul-
lanilarak tek degigkenli bir fonksiyon bulunur, fonksiyondaki bagimsiz degiskenin
sinirar1 tespit edilir, son olarak yukarida verilen yontemler kullanilarak fonksiy-
onun mutlak ektremum degeri hesaplanir.

Ornek 181 P(3,0) noktasimn y = \/z egrisine olan uzaklgina bulunuz.

Coziim 182 Istenen uzaklik, P noktas: ile verilen egrinin noktalar, arasindaki
uzakliklarinan en kicigidir. A(x,\/x) verilen egri izerinde herhangi bir nokta

olmak tizere

4P| =\[(@~ 22 +a

olur. Ozaman d(z) = y/(z — 3)2 4+ x fonksiyounun [0,00) izerindeki en kiigiik

degeri sorulmaktadir. Bunun i¢in

5
fla) = ($—§)2+$
fonksiyounun [0, 00) tzerindeki en kii¢iik degerini bulmak yeterlidir. Cinki f yi
en kii¢iik yapan deger d yi de en Kii¢iik yapar.

f(x) =22 —4

olup f nin (0,00) araligindaki tek yerel ekstremum noktast x = 2 dir ki bu nokta
bir yerel minimum noktadir. Ozaman f nin (0,00) tzerindeki en kiigik degeri
f(2) = % dir. Ayrica f(0) = % oldugundan f nin [0,00) dzerindeki en kigik

degeri % olur. Sonug olarak istenen en kiicik uzaklik d(2) = % olur.

Ornek 183 Toplamlar: 40 olan iki pozitif tam saywmn kareleri toplama en fazla
kag olur.

Coztim 184 Bu tam sayilar x vey olsun. Verilenlere gére x+y = 40 olmalidar.
22 +9y? ifadesinin en biiyiik degeri sorulmaktadur. y = 40 —x oldugundan f(x) =
22 + (40 — x)? fonksiyonunun [1,39] arabgmdaki en biiyiik degeri bulunacaktir.

f(z) = 42 — 80

oldugundan x = 20 kritik noktadir. O zaman f(20) = 400, f(1) = f(39) = 1521
oldugundan istenen en biyik deger 1521 dir.

Ornek 185 16 em eninde 30 ¢m boyunda bir kartonun késelerinden esit kareler
kesilip tsti agik bir kutu yapilwyor. Karelerin kenari ne olmalidir ki, kutunun
hacmi maksimum olsun?
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Coziim 186 Karenin bir kenari x olsun. O zaman yapilacak kutunun hacmi
V(z) = z(16 —22)(30 — 2z)
= 480z — 922” + 42°

olur. Burada x uzunlugu temsil ettiginden negatif olamaz. Ayrica dikdértgenin
eni 16 cm oldugundan x en fazla 8 cm olabilir. Dulayisiyla V nin [0, 8] tizerindeki
en biiyiik degeri sorulmaktadar.

V'(x) =480 — 182z + 122% = 0

480 — 184z + 1222 = 0 ise © = X veya © = 12 olur. = = 12 noktas: [0, 8]
araliiman disindadwr. O zaman V' nin en biyik degeri ya ug¢ noktalarda ya da
kritik nokta olan 12 tedir. V(0) = V(8) = 0 oldugundan hacim en fazla
10 19600
V(%)= —r cm®
(3)= 57 m

olur.

Ornek 187 1 litre stinin konulacagy silindirik sekilde bir kapal kutu yapilmak
isteniyor. En az malzemenin kullanddign kutunun boyutlar: ne olmalidir?

Coziim 188 Silindirik kutunun taban yaricapr v ve yiksekligi h olsun. Hacim
V = mr?h = 1000 ml dir. Malzemenin en az kullamlmas: icin yiizey alanan
en kiiciik olmasy gerekir. O zaman kapal silindirin yizey alani 27r? + 27rh
oldugundan

2
S(r) = 2mr? + 2000
”

fonksiyonunun (0,00) dzerindeki en kigik degeri sorulmaktadir. S'(r) = 4nr —

1090 = 0 ise r = {290 tek kritik noktadur. Ustelik bu nokta bir yerel minimum

noktader. Dolayiswyla S fonksiyonu en kii¢ik degerinir = {/ % noktasinda alur.
Buna karsilik

1000 1000 500
h = = =5 = 2 N —_— 27"
T p(520)3 T
olur.
Ornek 189 Taban yaricapr 6 cm yiiksekligi 10 ¢cm olan bir koninin icine yer-
lestirilebilen maksimum hacimli silindirin hacmi ne olur?

Ornek 190 Hipoteniisii /3 birim olan bir dik icgen dik kenarlarindan biri
etrafinda dondiriliyor. Olusan koninin hacmi en fazla ne olur?

Ornek 191 Yaricapi 6 cm olan kiire icine yerlestirilebilen bir dik koninin hacmi
en fazla ne olur?

Ornek 192 Taban yaricapr 6 cm yiksekligi 12 em olan bir koninin igine bir
baska koni ters ve tabanlar: paralel olacak gekilde yerlestiriliyor. Yerlestirilen
koninin taban yaricapr ve yiksekligi ne olmaldir ki hacmi en fazla olsun.

Ornek 193 Yaricapi 2 ¢m olan bir yar: cemberin igine bir diktértgen yerlestir-
tlecektir. Bu dikdortgenin alani en fazla ne olur.
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4.4 Tiirevle Ilgili Teoremler

Bu kesimde kapali bir aralik iizerinde siirekli, i¢ kisimda tiirevlenebilir fonksiy-
onlarin ozellikleri ile ilgili bazi teoremler inceleyecegiz. Bunlarin en énemlileri
Rolle Teoremi ve Ortalama Deger Teoremidir.

Teorem 194 (Rolle Teoremi) f fonksiyounu [a,b] araliginda sirekli, (a,b)
araliginda tirevlenebilir olsun. Eger f(a) = f(b) ise (a,b) araliginda f'(c) =0
olacak sekilde en az bir ¢ noktast vardar.

Ispat. f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli oldugundan bu aralik iizerinde
mutlak maksimum ve mutlak minimum degerlerini alir. Bunlar siras1 ile M ve
m olsun. Eger M = m ise f sabit fonksiyon olur ki bu durumda her ¢ € (a,b)
i¢cin f/(c¢) = 0 olur. Simdi m < M olsun. f(a) = f(b) oldugundan f fonksiyonu
M ve m degerlerini u¢ noktalarda almaz. Kabul edelim ki m degerini (a,b)
araligindaki ¢ noktasinda alsin. O zaman ¢ bir yerel minimum nokta olup bir
kritik nokta olur. f fonksiyonu (a,b) araliginda tiirevlenebilir oldugundan ¢ de
de tiirevlenebilirdir. Boylece bu kritik nokta sadece tiirevin sifir yaptigi yer
olmalidir. Yani f'(¢) =0 dwr. m

Sonug 195 f fonksiyounu [a,b] araliginda sirekli, (a,b) araliyinda tirevienebilir
olsun. Eger f(a) = f(b) ise y = f(x) egrisinin en az bir noktasindaki tegeti
yataydar.

y A
2t
o1 ; \_\
f ' f ' f +H—
2 1 2 4
2+ X

Sonug 196 Kapalr aralikta siirekli ve i¢ kissmda tiirevlenebilir olan bir fonksiy-
onun ki sifir yeri arasinda tirevin sifir oldugu en az bir nokta vardr.
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Ornek 197 Rolle teoreminden yararlanarak 5z* —4xz+1 = 0 denkleminin (0, 1)
de en az bir koke sahip oldugunu gdsteriniz. f(x) = 2° — 22% + x denirse f
fonksiyonu [0, 1] de siirekli ve (0,1) de tirevlenebilirdir. Ustelik f(0) = f(1) =0
dir. O zaman Rolle teoreminden f'(c) = 0 olacak sekilde en az bir ¢ € (0,1)
varder. f'(z) = 5zt — 4z + 1 oldugundan 5z* — 4x +1 = 0 denkleminin (0,1) de
en az bir k6ki vardur.

Ornek 198 Simetrik bir kapaly aralik iizerinde siirekli ve i¢ kisymda tirevlenebilir
cift fonksiyonlarin en az bir yatay tegete sahip oldugunu gosteriniz.

Ornek 199 f: [-1,1] — R, f(z) = };—gi fonksiyonu Rolle teoreminin sart-
larime saglar ma? Saglarsa teoremde adi gegen ¢ sayisine bulunuz.

Ornek 200 f:[-1,1] — R, f(z) = 2*In(1 + 2?) fonksiyonu Rolle teoreminin
sartlarima saglar mi? Saglarsa teoremde adi gegen ¢ sayisina bulunuz.

Ornek 201 f: [-1,1] — R, f(z) = 23 + 1 fonksiyonu [—1,1] de stirekli ve
f(=1) = f(1) dir. (=1,1) de f'(c) =0 olacak sekilde bir ¢ sayise var madir? Bu

sonug Rolle teoremiile ¢eligir mi? Neden?

Simdiki verecegimiz teorem Ortalama Deger Teoremi olarak bilinir ve geometrik
olarak, teoremdeki gartlar1 saglayan bir y = f(z) egrisinin A(a, f(a)) ve B(b, f(b))
noktalarindan gecen kirig dogrusuna paralel en az bir teget dogrusunun var
oldugunu soyler. Dikkat edelim ki A ve B noktalarindan gecen kirig dogrusu-

nun egimi

f(b) — f(a)
b—a
dir. Aslinda bu teorem Rolle teoreminin bir genel halidir. Ciinki A ve B
noktalarimdan gegen kirig dogrusunun yatay olmasi halinda f(a) = f(b) olur ki
bu durum Rolle teoreminde incelenmistir.

MmAB =

y od
4+
2__
t } } +—
2 T 2 4
o4 X

Teorem 202 (Ortalama Deger Teoremi) [ fonksiyounu [a,b] araliginda siirekli,
(a,b) aralginda tirevienebilir olsun. O zaman (a,b) arahginda

o= 1010

olacak sekilde en az bir ¢ noktasi vardar.
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Ispat. G : [a,b] — R fonksiyonu G(z) = f(x)— WI seklinde tanimlansin.

O zaman G fonksiyonu [a, b] arahiginda siirekli, (a, b) ;rahgmda tiirevlenebilirdir.

Ustelik
bf(a) — af(b)
b—a
olur. O zaman Rolle teoreminden G’(c) = 0 olacak sekilde bir ¢ € (a, b) vardir.

Bu durumda
f(b) — f(a)

b—a

Ga) =G(b) =

f'le)=
oldugu agiktir. m

Ornek 203 f(z) = 2® + 1 fonksiyonu veriliyor. [1,2] arahgmda f nin Orta-
lama Deger Teoreminin sartlarni sagladigine gésteriniz ve teoremde adi gecen c
sayrsing bulunuz.

Ornek 204 f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve (a,b) arahginan her x nok-
tast i¢in f'(x) = 0 ise f sabit fonksiyondur. Gercekten, x € (a,b] olmak tizere
[a,z] araliginda ye Ortalama Deger Teoremini uygularsak

f(LL') : f(a‘) — f/(C)
T—a
olacak sekilde bir ¢ € (a,x) vardir. O zaman f(x) — f(a) = (x — a)f'(c) olup
f'(c) = 0 oldugundan f(x) = f(a) olur. Yani her z € (a,b] i¢in f(z) = f(a)
oldugundan her x € [a,b] icin f(x) = f(a) olur. O halde f sabit fonksiyondur.

Ornek 205 f ve g fonksiyonlary [a,b] arahijimda siirekli ve (a,b) aralgimn her
x noktasi i¢in f'(x) = ¢'(z) olsun. O zaman her x € [a,b] igin f(x) ile g(x)
arasindaki fark sabittir. Gergekten her x € [a,b] i¢in h(x) = f(z) — g(x) dersek
(a,b) araliginin her x noktasy igin h'(xz) = f'(x) — ¢'(x) = 0 olur. O zaman h
sabit fonksiyondur. Yani her x € [a,b] i¢in f(z) — g(x) = K (K sabit) olur.

4.5 Belirsiz Sekiller

Bir fonksiyonun z = a noktasindaki limiti aragtirilirken belirsiz sekiller denilen

0 oo

0 =’ 00 — 00, 0.00, 0°, 0o
ifadelerinden biri ile kargilagilabilir. Bu tip limitler tiirev yardimiyla hesaplan-
abilmektedir. Bu tip limitlerin hesaplanmasinda kullanilacak olan ve L’Hopital
Kurali ad1 verilen teoremi ispatlamadan 6nce genellestirilmis ortalama deger
teoremini vermek gerekmektedir.

0 0o
, 1

Teorem 206 (Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremi) f ve g fonksiy-
onlart [a,b] arabiginda siirekli, (a,b) araliginda tirevlenebilir ve (a,b) deki her x
icin ¢'(x) # 0 olsun. Bu durumda (a,b) araliginda

f'e) _ f(b) - f(a)

g 9b)—g(a)

olacak sekilde bir ¢ sayist vardar.
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Ispat. Oncelikle g fonksiyonunun [a, b] arahginda Ortalama Deger Teoreminin
sartlarini sagladigi dikkate alinirsa

g(b) — g(a) = ¢'(z0)(b — a)

esitligini saglayan bir o € (a, b) noktasinin var oldugunu sdyleyebiliriz. ¢'(xg) #
0 oldugundan bu durum ¢(b) — g(a) # 0 oldugunu goserir. Simdi

ile tanimh F fonksiyonunu goz oniine alaim. F fonksiyonunun [a, b] araliginda
stirekli ve (a,b) de tiirevlenebilir oldugu agiktir. Ayrica F(b) = F(a) dir. O
zaman Rolle Teoremi geregi F'(c) = 0 olacak gekilde bir ¢ € (a,b) noktasi
vardir. Buradan

0=F(c)= /() ()

olup

bulunur. =

Ornek 207 f(z) = 2%+ ve g(z) = 22 fonksiyonlarna [0, 1] arabginda Genellestir-
ilmis Ortalama Deger Teoremi uygulanabilir mi? Uygulanabiilir ise teoremde
bilirtilen ¢ sayisine bulunuz.

1-) % Belirsizlik Hali: Bu belirsizlik hali agagidaki teorem yrdimiyla hesa-
planabilmektedir.

Teorem 208 (L’Hopital Kurali) f ve g fonksiyonlar: a noktasinda siirekli,
a 1 iceren bir agik aralikta tirevienebilir ve bu araliktaki her x igin g'(x) # 0
olsun. Eger

lim f(z) = lim g(z) = 0 (8)
1s€
lim @ = lim ()
e gl@) e g'(2)
dir.

Ispat. f ve g fonksiyonlar1 a noktasinda siirekli olduklarindan (8) den f(a) =
gla) = 0 dir. Simdi = > a olmak iizere [a,z] arah@inda f ve g fonksiy-
onlarina Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremini uygulayalim. O zaman
f(a) = g(a) = 0 olduguda dikkate alinarak




esitligini saglayan bir ¢ € (a,z) noktasi vardir. z, a ya yaklagirken ¢ de a ya
yaklagacaktir, ¢iinkii daima a ile x arasindadir. Dolayisiyla

f@ _ o £ @)

z—at g(.’b) o c—at g’(c) o r—a™t g/({L')

olur. Benzer ispat < a i¢in de yapilabillir. =

Uyar1 209 Egerlim,_., ch:gi limitinde de % belirsizlik durumu varsa L’Hopital
kuraly bir kez daha uygulanir. Bu belirsizlik durumundan kurtuluncaya kadar

kural tekrarlanabilir.

Uyar1 210 Teoremin ispayindan da anlagilacagr gibi L’Hopital Kurali sag ve
sol tarafle limitler i¢in de gecerlidir. Ayrica L’Hopital kural

im £
e—00 g(x)

tipindeki limitlerin de % belirsizligine sahip olmalar, durmunda da kullanilabilir.

Clinkt bu durumda x = % yazarak T — oo i¢in t — 07 olacagindan

g 200y S8 PEE) _ S)

2
—— = lm = lim ——*~ = lim im
v—oo g(x) =0+ g(3) =0t g(3)(—F) =0+ g/(3)  w—oo g'(x)

1
1

olur. x — —oo i¢inde benzer durum goz onine alinabillir.

Ornek 211 L’Hopital Kuralin da dikkate alarak asaiidaki limitleri hesaplayinaz.

: Inx _
1. llmmﬂl 92243241 0

2. lim,_o &=sine — 1

. T —arctan x
3. limy_p 225t _

T

: sinx—tanxz __ 1
4. limg o #HEFAE = —5

. sin(l—cosx 1
. hmm‘}() % =3

3 3
: cos” 3x—cos” 2x __
6. lim,_, ©=2E 520522 = —

m‘;

2-) 2 Belirsizlik Hali: » = % diisiincesi ile 22 belirsizlik halindeki
limitler % belirsizlik haline doniigtiiriilebildiginden 22 belirsizlik durumunda da
L’Hopital kural gegerlidir.

Ornek 212 L’Hopital Kurali da dikkate alarak asagidaki limitleri hesaplayinaz.

In(sinz) _ 1

1, llmx_,0+ ln(tanm)

Sec T
l+tanz —

2. lim,_, -
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In(l1—cosz) __ 2

3. limm*)()Jr oo

3-) 0.c0 Belirsizlik Hali: u.v = ﬁ diigiincesi ile 0.00 belirsizligi % veya
= beirsizligine dontigtiiriilerek L’Hopital kurali kullanilabilir.

Ornek 213 L’Hopital Kurali da dikkate alarak asaiidaki limitleri hesaplayinaz.
1. limg_o(1 — cosx)cotz =0
2. limy oo wsin(1) =1

3. lim,_g+ Vzlnz =0

4-) oo — oo Belirsizlik Hali: Bu belirsizlik halide 2 veya = beirsizligine

0
= (W/v)=(/u)

doniigtiiriilebilir. En azindan v — Yo diigiincesi bunu saglar.

Ornek 214 L’Hopital Kurali da dikkate alarak asagudaki limitleri hesaplayinaz.

1. lim,_ g+ (cotx — 1

)
3z+1 1
x ;)

sin x

2. ]immHOJr(
3. limg o (csc2 T — x—z) — %

5-) 0°, oo ve 1°° Belirsizlik Halleri: y = u" tipindeki fonksiyonlarm, z
sonlu bir sayiya yaklagtiginda veya +oo a gittiginde limitleri bu tiir belirsizlik
durumlarini olugturabilir. Bu durumda logaritma alma islemi ile

Iny=vlnu

esitligi elde edilir. O zaman Iny fonksiyonunu limiti 0.00 belirsizligine doner.
Bu limit bilinen yolla hesaplandiktan sonra y fonksiyonunu limiti i¢in dogaliistel
fonksiyon kullanilir.

Ornek 215 L’Hopital Kuralina da dikkate alarak asagidaki limitleri hesaplayimaz.

1. limxﬁo— (1 — em)sinz = 1
2. lim,_ g+ (cot x)ﬁ —e !
lim,_o(1 + 3:5)% =3

lim, o+ (sinz)® =1

AR SN

lim, g+ (sinz)?"* =1
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4.6 Ek Sorular
Ornek 216 Asagidaki limitleri hesaplayimaz.

(- DVl _

1. limm*)1+

sin(z—1)
. . V1+sin z—/1+tz
2. lim,_q lim YAESIoylrtans — 4
x—0 x
P -1
: sin” " z—sin” "y __ 1
3. limg_,y Ty T e
I sin? x — sin 22 1
4. limg0 4~ 738
5. lim etz _
- Tr— 00 €m+(12' -
3 3 secr __
6. lim, = (sinz) =1

7. lim, o+ (cotx —cscxz) =0

1
. 14+2)z —
8. limy_o % _ _%e
9. 1 sin x % _ —3
R lml’ﬁ()(T) cosz — @~ 3
10. i arcsin x % _ 1
- limg o (FERE) R = b

4.7 Grafik Cizimi

Bir fonksiyonun grafigi sonsuz coklukta nokta igerebileceginden, bu noktalar
koordinat diizleminde igaretlemek miimkiin olmayabilir. Ayrica egri iizerindeki
bir ka¢ noktanin belirlenerek grafigin ¢izilmesi de saglikli olmaz. Ciinkii boyle
bir durumda iki nokta arasinda kalan parcanmin davranigsi hakkinda kesin bir
bilgi bulunmaz. Bu nedenle fonksiyonun bazi ozelliklerini kullanarak grafigini
diizgiin bir gekilde ¢izebiliriz. Bu 6zelliklerin baginda fonksiyonun kritik nokta-
lar ile artanlik ve azalanlik kavramlar: gelmektedir. Yine fonksiyonun konvek-
slik ve konkavlik durumu ile varsa asimtotlarimin belirlenmesi grafigin daha net
¢izilmesinde yarar saglar. Grafik ¢izimine gegmeden fonksiyonun konvekslik ve
konkavlik durumu ile asimtotlarinin nasil belirlenecegini inceleyelim.

Diizlemde bir kiimenin herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasi yine
bu kiime icinde kaliyorsa bu kiimeye konveks kiime adi verilir. Ornegin tic-
genlerin, karelerin ve gemberlerin i¢ bolgeleri birer konveks kiimedir. Ancak
diizlemde yildiz seklinde bir kiime konveks degildir.

Bu diigiince ile [a, b] tizerinde tamimli siirekli bir f fonksiyonu verildiginde
eger fonksiyonun grafiginin iist tarafinda kalan bolge konveks ise f fonksiyonu
konvekstir veya yukar: biikiimliidiir denir. Eger fonksiyonun grafiginin alt
tarafinda kalan bolge konveks ise f fonksiyonu konkavdir veya asagi biikkiim-
liidiir denir. Ornegin y = 22 fonksiyonu konveks, y = 1 — 22 fonksiyonu
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konkavdir. Yine y = 23 fonksiyonu (—oo, 0] arahiginda konkav, [0, oo) araliginda
konvekstir.

Buradan da anlagilacag iizere x, (a,b) araliinda artarken f nin grafigine
teget olan dogrularin egimleri artarsa fonksiyon bu aralikta konvekstir. Eger
teget olan dogrularin egimleri azalirsa fonksiyon bu aralikta konkavdir. Buna
gore agagidaki tanimi verebiliriz.

Tamm 217 f fonksiyonu (a,b) arahginda tirevienebilir olsun.

1. Eger " fonksiyonu (a,b) araliginda artan ise f nin grafigi bu aralikta
konvekstir.

2. Eger [’ fonksiyonu (a,b) arabiginda azalan ise f nin grafigi bu aralikta
konkavdar.

Bir fonksiyonun artan ve azalan oldugu bolgeleri onun tiirevinini isareti
yardimiyla belirlenebilmektedir. Eger (a, b) araliginda f’ fonksiyonu tiirevlenebilir
ve bu araliktaki her z icin (f')(x) = f”’(x) > 0 ise f’ fonksiyonu artan,
dolayisiyla f fonksiyonu konvekstir. Eger (a,b) araligindaki = igin (f') (x) =
f"(z) < 0 ise f' fonksiyonu azalan, dolayisiyla f fonksiyonu konkavdir. Buna
gore f fonksiyonunu ikinci tiirevinin igsareti yardimiyla konveks ve konkav oldugu
araliklar1 belirleyebiliriz.

Ornek 218 flx) =23+ %xQ fonksiyonunun konveks ve konkav oldugu araliklar:
bulunuz.

Ornek 219 f(x) = 32% — 1023 fonksiyonunun konveks ve konkav oldugu arahk-
lar bulunuz.

Tanim 220 Bir fonksiyonun grafiginin teget dgrusuna sahip oldugu ve biikeyliginin
degistigi (konvekslikten konkavlhiga veya konkavliktan konvekslige gegtigi) nok-
taya bikim (donim) noktast denir.

Yukarida verilen 6rneklerdeki fonksiyonlarin biikiim noktalarini belirleye-
biliriz. Bu biikiim noktalarinda fonksiyonun ikinci tiirevinin 0 oldugu dikkati
¢ekmigtir. Bununla birlikte f(z) = 23 fonksiyonu icin (0,0) noktast bir biikiim
noktasidir. Ancak f”(0) mevcut degildir. Bu érnekler dikkate alindiginda agagi-
daki uyariya dikkat etmek gerekir.

Uyar1 221 (c, f(c)) noktase f fonksiyonunun bir biikiim noktas: ise ya f"(c) =
0 ya da f"(c) meveut degildir.

Uyar1 222 f"(c) = 0 olmas (veya f"(c) nin var olmamasi) (c, f(c)) noktasmmn
biikiim noktas: oldugu anlamina gelmez. Ornegin f(x) = z* gonksiyonu icin
f7(0) = 0 dur ancak (0,0) noktas: bir bikim noktast degildir.

Ornek 223 f(x) = 23 —32% — 42+ 12 fonksiyonunun artan, azalan, konveks ve
konkav oldugu araliklary belirleyiniz. Vasa yerel extremum noktalars ile biikim
noktalarine bulunuz.
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Simdi de grafik ¢iziminde kullanilacak bir bagka kavran olan asiptot ile ilgili
bazi temel bilgiler verelim. Asimtot kavraminin daha bilimsel bir taniminin ol-
masina ragmen kabaca fonksiyonun grafiginin sonsuzda teget oldugu egri veya
dogru olarak tanimlayabiliriz. Asiptotlar, Yatay-Egik-Egrisel Asiptotlar ve Diigsey
Asimtotlar olmak iizere iki guruba ayrilir.

1-) Yatay-Egik-Egrisel Asiptotlar: y = f(z) fonksiyonu x — 400 igin
g(x) — 0 olmak iizere

f() = 6(x) + g(a)

bi¢iminde yazlabiliyorsa ¢(z) fonksiyonu f fonksiyonunu grafiginin bir asim-
totu olur. Eger ¢(z) = a (sabit) bi¢iminde ise yatay asimtot, ¢(z) = ax + b
biciminde ise egik asimtot ve derecesi birden biiyiik bir polinom ise egrisel asim-
tot olur. Yatay, egik ve egrisel asimtotlardan bir tanesi var ise digerleri var
olmaz. Fonksiyonun grafigi sonsuzda asimtota teget oldugundan fonksiyonun
grafigi bazi hallerde bu tip asimtotlar: sonlu = degerlerine karsilik gelen nokta-
larda kesebilir.

Ornek 224 f(z) = % fonksiyonu f(z) = 2—% bi¢iminde yazilabilir. Burada
¢(x) = 2 ve g(x) = —1 olarak distinildiginde ¢(x) = 2 nin bir yatay asim-
tot oldugu gorilebilir. Dikkat edilirse limy_ 1o f(x) = 2 dir. Bu fonksiyonun
grafigi asagida verilmagtir.

Uyar1 225 Eger y = f(x) fonksiyonu bir rasyonel fonksiyon ise bir polinom
bolmesi islemsi ile yatay, egik veya egri asimtot bulunabilir.

Ornek 226 f(z) = % fonksiyonu f(z) = 2x+37% biciminde yazilabilir.
Buradan ¢(x) = 2z + 3 bu fonksiyonun bir egik asimtotu olur.

Ornek 227 f(z) = f”?’:iff'l fonksiyonu ise f(z) = 2% — x + 2 — 2= bigiminde

r+1
yazilabileceginden ¢(x) = x? — x + 2 egrisi f nin bir egrisel asimtotu olur.
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Uyar1 228 Rasyonel fonksiyonlarin bu tip asimtotlarini bulmak kolay olmasina
ragmen bu durum her hangi bir fonksiyon i¢in bu kadar kolay olmayabilir. Ancak
eger lim, .+ f(z) = a oluyorsa ¢(x) = a sabiti f nin yatay asimtotu olur.

Ornek 229 f(z) = 1“7” fonksiyonu igin lim,_, o h;”” = 0 oldujundan ¢(x) =0
yatay asimtottur.

10 20 30 40 50
X

B

Uyar1 230 a > 0 olmak dizere f(x) = vax? + bx + ¢ tipindeki fonksiyonlar
icin ¢(z) = a ’33 + %| fonksiyonu egik asimtottur. x — oo i¢in ¢ min pozitif
par¢asy, T — —oo i¢in negatif parcast kullanulir. a < 0 i¢in f nin asimtotu
yoktur.

Ornek 231 f(z) = Va2 —x egrisi i¢in ¢;(z) =z — & ve ¢y(2) = —z + § egik
asimtotlardur.

2-) Diisey Asiptotlar: a bir reel say1 olmak iizere

lim+ f(z) =00, lim f(x)= oo, hm+ f(z) = —o0, lim f(z)=—o0

r—a

esitliklerinden biri saglamyorsa z = a dogrusuna y = f(z) fonksiyonunu grafigi
igin bir diisey asimtottur denir. Fonksiyonlarin grafikleri diisey asimtotlar
kesmez.Bir fonksiyounu birden fazla diisey asimtotu olabilir
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Uyar1 232 f(x) = ngg tipinde rasyonel bir fonksiyon i¢in Q(x) = 0 denklemi-
nin kokleri disey asimtot olabilir. Bu denklemin bir kéki P(x) = 0 denkleminin
bir kokii deyilse bu bir yatay asimtottur. Eger bu kok ayni zamanda P(z) = 0
denkleminin de bir koki ise bu noktada f nin limitine bakmak gerekir.

Ornek 233 f(z) = % egrisinin disey asimtotlarina bulalim. x> —4x =0
ise t1 = —2, o = 0 ve x3 = 2 olur. Bunlardan 1 = =2, xo = 0 diigey
asimtotturlar, ancak lim,_o f(x) = % oldugundan x3 = 2 diigey asimtot degildir.

el

e N

40 1+

Uyar1 234 Rasyonel fonksiyonlar icin disey asimtot bulmak i¢in paydanin kok-
lerini bulmak isi kolaylastirmaktadir. Ancak herhangi bir fonksiyon igin limit
alinmasi gereken a sayisine tahmin etmek gerekir.

Ornek 235 f(z) = 27 egrist i¢in x = 0 dogrusundan baska bir dogrunun diisey
asimtot olamayacagine anlamak gerekmektedir. Bu noktada ise lim,_,o+ f(x) =
oo oldugundan x = 0 bir diisey asimtottur. Dikkat edelimki burada lim,_,o- f(z) =
0 dur.

Yukarida belirtilen bilgiler dikkate alinarak bir fonksiyonun grafigi ¢izilebilir.
Bunun igin agagida bahsedilen yolu izlemekte yarar vardir.

1. 1k olarak fonksiyonun tanim kiimesi bulunur.
2. Asimtotlar bulunur.
3. Egrinin koordinat eksenlerini kestigi noktalar bulunur.

4. Birinci tiirevin igareti incelenir. Boylece fonksiyonun artan ve azalan
oldugu araliklar ile yerel ekstremum noktalar: tesbit edilir.
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5. Ikinci tiirevin isareti incelenir. Boylece fonksiyonun konveks ve konkav
olugu araliklar ile biikiim noktalar: tesbit edilir.

6. Bu bilgiler bir tablo haline déniigtiiriilerek grafik ¢izilir.
Ornek 236 f(z) = 2* — 8x2

Y a0 ]

Ornek 237 f(z) = (i%;ﬂ

& T
&+
'
A
'
0
L1 o
= |\\ —
oYX
N
o +
X L

Ornek 238 f(z)=z+ 2

4 2 . 2 4
T X
/j\“
Ornek 239 f(z)=e"+
20T
10T
-4 -2 2 4
X
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Ornek 240 f(z) = In(2=1)

r+1
10T
i |
’_‘/J B
—] : '
4 2 2 4
X
-5+
10—

4.8 Ek Sorular

Ornek 241 Asagida verilen fonksiyonlarin grafigini tirev yardimayla ¢iziniz.

L f(@)= s

S NS
~
—_ = = = =
\_/\_/\%\_/\_/
Il
I
)
0
8
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