3. Indirgeme (Rekiirans) Bagintilar

Integrant bir fonksiyonun yiiksek dereceden kuvvetlerini iceriyorsa, bazi
fonksiyonlar igin kismi integrasyon yontemi integrali daha kiiciik dereceden
bir ifadenin integraline doniistiirebilir. Bu tip integaraller ve kullanilan in-
dirgeme bagintilarindan bazilarini ifade edelim:

I. n € N olmak iizere [ sin” zdx integrali i¢in kismi integrasyon yontemi
kullanilirsa

/sin” xdr = /sin”_1 rsinxzdr = —sin" ' xcosz + (n — 1) /sinn_2 x cos® zdx
= —sin" 'xcosz+ (n—1) /sin"2 xdx — (n—1) /sin” xdx
esitligi elde edilir. Buradan
n / sin” zdr = —sin" ' xcosx + (n — 1) /Simn_2 xdx

olur ve egitligin iki tarafi n ile boliinerek

) -1, n—1 e
/sm” xdr = — sin" 'z cosx + sin® 2 zdx
n n

indirgeme formiilii elde edilir. Benzer sekilde; [ cos™ zdz integrali i¢in in-
dirgeme formiilii

1 n—1
/ cos” xdr = = cos" ! rsinx + cos" 2 xdx
n n

olacaktar.

d
II. n € Ny olmak iizere [ v

— integrali i¢in indirgeme formiili
cos"

/ dx 1 sin x n—2/ dx
- — -
cos"z n—1cos" 1y n—1J cos" 2z

dir. Benzer sekilde; [

integrali i¢in indirgeme formiilii

dx B 1 COS T +n—2 dx
sinz n—1sin" 'z n-—1J) sin" 2z




III. m,n € N olmak iizere [ sin”x cos™ xdz integrali i¢in indirgeme for-
miili
n—1

1
sin” 'z cos™ M x +
m—+1 m+1

/ sin" z cos™ xdxr = — / sin" 2 z cos™ xdx

dir.
IV. n € Ny olmak tizere [ tan”xzdx integrali i¢in indirgeme formiilii

1
/tan” zdr = ] tan™ 1t x — /tan”2 zdx
n R—

dir.

d
V. n € Ny olmak tizere [ —£n tipindeki integraller i¢in oncelikle
(@ + )
1
u = —————— ve dv = dz almarak kismi integrasyon yontemi uygulanir
(a2 + 22)
ve

/ (a2 +dz2>”—1 T (a2 +Z2)"—1+<2"_2>/ #—(2%2)&/ (> +22)"

esitligi elde edilir. Buradan

/ dx B x N (2n — 3) / dx
(@>+22)"  @2n—2)a2(a®+22)""  (2n—2)a* ) (a2 4 22)""
indirgeme formiilii elde edilir.

Ornek 7. (a) [ cos*zdx integrali karsihk gelen indirgeme bagmtis kul-
lanilarak

1 3
/COS4 rdx = v cos® rsinz + 1 / cos® xdx

biciminde sadelestirilir. Indirgeme formiilii tekrar uygulanarak sonuc elde
edilir.

() J

integrali karsilik gelen indirgeme bagintis1 kullanilarak

/ dx _—1cosx+1/ dx
sinz 2 sin?z @ 2 sin x

bi¢iminde sadelegtirilir.

sin®




4. Basit Kesirlere Ayirma Yontemi

P
Paymin derecesi paydasinin derecesinden kiigiik olan R (z) = 0 E:E; rasy-
x
onel fonksiyonu verilsin. a, (¢,);<,<p> (Pn)1<n<m V€ (@m)1<p<n, reel sabitler,

r1,79,...Tk V€ 81, So, ..., Sy pozitif tamsayilar olmak iizere

Qz) = alz—c)" (r—c)” ... (=)™ (@ +pz+aq)” (2% +pz+q2)”

e (x2 + P + qm)sm

olsun. @ (z) ve P (x) polinomlar1 birinci ve ikinci dereceden ortak garpanlara
sahip olmasin ve her i = 1,2,...,m igin p? — 4¢; < 0 olsun. Bu durumda;
R (z) rasyonel fonksiyonu, k& tane farkli x — ¢; carpaninin her biri igin

Ay Ay A,
2_|_..._.|_
rT—¢ (x—¢)

Ti

(x —¢)
biciminde k-l bloklar ile m tane farkhh 2% + p;x + ¢; carpaninin her biri igin

B1x+01 BQ$—|—CQ Bsil'-i—csi
+ +

+ 5
2+pr+q (202 + pr+ (Iz‘)z (22 + pix + q;)

bigiminde m-li bloklarin toplami bi¢iminde ifade edilebilir. Boylece, R (x)
rasyonel fonksiyonu daha basit rasyonel ifadelerin toplami geklinde yazilarak
kolayca integrali hesaplanabilir.

Ornek 8. (a) [

* 1 integralini hesaplayalim. Oncelikle

xr2

1 A N B
2—-1 -1 z+1

esitligini saglayan A ve B sabitleri A = 1/2 ve B = —1/2 olarak bulunur.

Boylece
/ dx 1 / 1 1
= = — dx
x?—1 2 r—1 x+1

elde edilir.



d -
N ’ integralini hesaplayalim. Oncelikle

(- 1)%(z+2)

1 _ A B C
(z—1)72x+2) z—-1 (z—1)7? z+2

esitligini saglayan A, B ve C sabitleri A = —1/9, B = 1/3 ve C' = 1/9 olarak
bulunur. Boylece

/(:1:—1;:]6(:174—2) B /(9(1'_i1)+3($1—1)2+9($1+2))dx

1 2 1
T 4+ L C

= —1 J—
9" x—l‘ 3(z—1)

elde edilir.

x2dx

(C)f(a:—l)(a:2+2)

integralini hesaplayalim. Oncelikle

1 A +B$~|—C’
(x—1)(22+2) -1 2242

esitligini saglayan A, B ve C sabitleri A = B = C' = 1/2 olarak bulunur.
Boylece

/ x2dx 1/ 1 +a:+1 p
= = T
(x—1)(22+2) 2 x—1 2242
1 T 1
= —Inlzr—1 —d —d
2n|aj |+/x2+2 x+/x2+2m

V2 x
(In|z — 1|+ In|2® + 1|) + —arctan <7) +C

N | —

elde edilir.
4. Trigonometrik Integraller
Integrandlan trigonometrik fonksiyonlarin basit cebirsel kombinasyonlar

olan integrallere trigonometrik integraller adi verilir.
1. a ve b reel sayillar olmak iizere;

/ sin ax sin bxdzx, / cos ax cos bxdx ve / sin ax cos bxdx

4



tipindeki integraller;

1

sinaxsinbr = §[cos(a—b)x—cos (a+ )z
1

cosarcosbr = §[cos(a+b)a:+cos(a—b)x]
1

sinax cosbr = §[sin(a+b)x+sin(a—b)m]

trigonometrik 6zdeglikleri kullanilarak hesaplanir.
II. m ve n pozitif tamsayilar olmak {iizere

/ sin™ x cos" xdx

tipindeki integralleri hesaplamak icin m tek ise t = cosx ve n tek ise t = sinx
degisken degistirmesi yapilir. Eger m ve n ¢ift ise

1 —cos2x 9 1+ cos2x
—— Ve COS T = ————

2 2

sin?z =

ozdeglikleri kullanilarak kuvvetler azaltilir.
II1. m ve n porzitif tamsayilar olmak {iizere

/ tan™ x sec” xdx

tipindeki integraller m tek veya n cift oldugunda kolaylikla hesaplanir. m
tek ise u = secx, n ¢ift ise u = tan x degisken degistirmesi yapilir ve sec? x =

1 + tan? z 6zdesliginden faydalanmlir. Diger yandan;
/ cot™ x csc” xdx

tipindeki integraller de m tek veya n cift oldugunda csc?z = 1 + cot?x
ozdegligi kullanilarak benzer gekilde kolaylikla hesaplanir.

1V. Pay1 ve paydasi sin x ve cos x fonksiyonlarinin cebirsel kombinasyonu
olan fonksiyonlar R (sin z, cos x) bigiminde ifade edilsin. R (—sinz,cosx) =
—R (sinx,cosx) ise t = cosz, R(sinx,—cosz) = —R (sinz,cosz) ise t =
sinx ve R(—sinz, —cosz) = R(sinz,cosx) ise t = tanz veya t = cotx
degigken degistirmesi yapilarak integrand basitlestirilebilir.



Ornek 9. (a) [ sin 7z cos 3zdx integralini hesaplamak igin

1
sin 7x cos 3z = 5 (sin 10z + sin 4z)

esitligi kullanilir. Boylece;

1
/sin Tz cos3zdr = 5 / (sin 10z + sin 4z) dx

1/1 1
— -1 <5 cos 10z + 50084:1:) +C

olarak hesaplanir.
(b) [ sin®z cos? zdz integralini hesaplamak igin;

1 —cos4
sin?zcos’r = sin?2z = #
9 1+ cos 2z
cos’ry = ———
2
ozdeslikleri kullanilarak
.2 4 1
sin® z cos” xdr = 1 (1 — cosdx) (1 + cos2x) dx

1

= Z—l/(l—i—cosZ:c—cos4x—cos4xc082x)d:c

elde edilir ve integrand basitlestirilir.
(¢) [ sec* zdx integralini hesaplamak i¢in ¢ = tanz degisken degistirmesi

yapilarak;
/sec4 zdr = / (1 + t2) dt

dx integralini hesaplamak i¢in; ¢ = cos x degisken degistirmesi

esitligi elde edilir.

sin®
d
( )f cos? x

yapilarak;
sin® (1—1¢2)° 1
dr=— | ~——dt = — =241 dt
/(30521* v / t2 /(t2 * )

esitligi elde edilir.




