3. HACIM HESABI

Bu kesimde belirli integral yardimiyla kati cisimlerin hacmini hesaplamak
i¢in kullanilan yontemlereden iigii tizerinde duracagiz. Bir cismin hacmini bul-
maya ¢alistigimiz zaman kargilagtigimiz problem, alan hesaplarken karsilagtigimiz
problemin aynisidir.

Ik olarak Silindir denilen cismi diigiinerek baslayalim. Genel olarak Silindir,
bir diizlemsel egrinin sinirladigr bolgenin kendisine dik bir dogru veya eksen
boyunca hareket ettirilerek elde edilen bir kat1 cisimdir. Silindirlerin bu eksene
dik olan tiim arakesitleri biiyiikliik ve gekil olarak aynidir.

Kapali bir egri tarafindan smirlanan diizlemsel bolgenin alam A br? olsun.
Bu bolge kendisine dik bir dogru boyunca h birim hareket ettirildiginde bir
silindir elde edilir. O zaman bu silindirin hacmi V = Ah br?® olarak tanimlanir.
Yani boyle bir silindirin hacmi taban alam ile yiiksekligin carpimidir. Ozel
olarak taban, yaricap: r olan bir daire ise silindirin hacmi V' = 7r2h br? olur.
Taban, kenar uzunluklar1 a ve b olan bir dikdértgen ise hacim V = abh br? olur.

3.1 Kesit Yontemi

Silindir olmayan bir S cismin hacmini bulmak i¢in dilimleme veya kesit yon-
temi denilen teknigi kullamiriz. Once S yi parcalara ayirir ve her parcanin
hacmini yaklagik olarak veren bir silindir aliriz. Biitiin silindirlerin hacimleri
toplami S nin hacminin yaklagik degerini verir. Parcalarin sayisinin gittikge
arttigr bir limit alma iglemi ile S nin kesin hacmini buluruz. O halde hacim

V= / " A(x)d

olur. Burada A(z), S cisminin [a, b] araliindaki x noktasindan z-eksenine dik
diizlemle elde edilen kesitinin alanidir.

Eger S cismi y-ekseninde ¢ ve d noktalar1 arasina yerlestirilmis ise benzer
diigtincelerle hacmi

b
V= [ Ay
olur.

Example 1 Yiiksekligi h ve tabaninan bir kenar uzunlugu a olan kare tabanl



dik piramaidin hacmini bulunuz.
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[0, h] aralginda bir y noktasindan alinan kesitin de bir kare olacagn agiktir. bu
karenin bir kenary s birim ise
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veya s = 3 (h —y) dir. O zaman
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olur. Béylece piramidin hacmi
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olarak bulunur.

3.2 Disk Yontemi

Bu yontem doénel cisimlerin hacimlerini hesaplamada kullanilir ve yukarida
bahsedilen kesit yontemine dayanmaktadir. Diizlemsel bir bolgenin diizlem igin-
deki bir eksen etrafinda dondiiriilmesi ile elde edilen kat1 cisme donel cisim denir.
y = f(z) egrisi x = a ve x = b dogrular1 ve z-ekseni tarafindan simrlanan bol-
genin z-eksenietrafinda dondiiriilmesi ile olusan donel cismin hacmini bulalim.
[a, b] araligindaki herhangi bir noktadan aliman kesit daima bir daire olur. Ke-
sitin alindig1 noktanin apsisi x ise kesitin alani

Az) = m(yarigap)® = 7 [f ()]
olacagindan cismin hacmi
b b
V= / Aw)da = 77/ [ (2)]2 da

olarak bulunur. Benzer sekilde x = g(y) egrisi, y = ¢ ve y = d dogrulan ile y-
ekseni tarafindan sinirlanan bolgenin y-ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile olugsan
donel cismin hacmi

d
V= / ()1 dy



olur.

Example 2 y = +/z egrisi ile y = 1 ve x = 4 dogrulart arasinda kalan bélgenin
y = 1 dogrusu etrafinda dondirilmesi ile olusan donel cismin hacmini bulunuz.
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[1,4] aralgindaki x noktasindan alinana dairesel dik kesitin yaricapr /z — 1
olacagindan kesitin alana

A(z) = m(yargap)® = 7 [Va — 1}2

olur. O zaman déonel cismin hacmi
4 4 2 7
V:/ A(J;)dz:ﬂ'/ [Vz —1] dxzéﬂ' br®
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olarak hesaplanar.

3.3 Kabuk Yoéntemi

Baz1 hacim problemlerini, simdiye kadar kullanilan kesit ve disk yontemleri
ile hesaplamak ¢ok zordur. f fonksiyonu [a, ] iizerinde siirekli ve bu araliktaki
her z icin f(z) > 0 olsun. Ustten y = f(x) egrisi, alttan z-ekseni ve sol ve
sagdan sirasi ile x = a ve x = b dogrular: ile sinirli bolge R ve R nin y-ekseni
etrafinda dondiiriilmesi ile olugan cisim S olsun.

[a, b] araligim
a=29 <21 < <Tp1<T,=0b

ozelligine uygun noktalar ile n tane alt araliga bolelim. Her bir alt araligin
genigligi Axy = x — 2,1 dir. Bu noktalardan gecen ve z-ekesnine dik dogru-
lar secelim. Bunlar R bolgesini n tane seride ayirir. Bu seritlere Ry, Ro, - R,



diyelim ve tipik bir Ry seridini gtz oniine alalim. Bu seridin y-ekseni etrafinda
dondiiriilmesi ile olugan cisim Sy, ise S cisminin hacmi Sy larin hacimleri toplamidir.
Yani

V. = Vi+W+---V,
- ka
k=1

olur. Genel olarak Sy bir silindirik kabul olmamasina ragmen (Ciinkii Ry, tam
olarak dikdortgen degildir) bir silindirik kabugu andirir ve boylece gerit ne kadar
ince segilirse Sy, bir Silindirik kabuga o kadar benzer. Sonucta k yinci alt araligin
orta noktasi zj, = % olmak tizere S nin hacmi

Vi = 2m(ortalama yaricap)(kalinhk)(yiikseklik)

_ 27T$k + Tr—1 (h — xk—l)f(xk + 551%1)
2 2
= 2mz) f(x))Axy
olur. Boylece S cisminin hacmi
n
Vo= >V
k=1
= Z 2rxy f(x)) Ay,
k=1

Seritlerin sayisint maksAx, — 0 olacak gekilde artirirsak

V= lim Z 2z f(x)) Ay,
k=1

maksAxi—0

olur ki bu esitligin sag tarafi bir belirli integraldir. O hlde

Vo= 27r/abzf(:c)d:z:

b
27 / (Kabuk Yarigap1)(Kabuk Yiiksekligi)dz

olur. Burada ortalama yarigapin negatif olmamasi gerektigine dikkat edelim.
Eger 2}, = % negatif olursa hacim

b
vV = 27?/ || f(z)dx
b
= 27 / (Kabuk Yarigap1)(Kabuk Yiiksekligi)dz

ile hesaplanmalidir.



Example 3 y = 222 — 23 ejrisi ile z-ekseni arasinda kalan bolge y-ekseni

etrafinda dondiirilerek olusturulan katy cismin hacmini bulalim.
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