Boluim 6

Kutupsal Koordinatlarda Alan ve
Yay Uzunlugu Hesabi

Bu boliimde denklemleri kutupsal koordinat sisteminde verilen egrilerle smirlandirilmig
bolgelerin alanlarini kartezyen koordinat sistemine gegcmeden direkt olarak kutupsal koordi-
natlarda calisarak hesaplamayi inceleyecegiz. Ayrica egrilerin kutupsal koordinat sisteminde
yay uzunluklarinin hesaplanmasi tlizerinde de duracagiz.

6.1 Kutupsal Koordinatlarda Alan Hesabi

Kutupsal koordinatlarda r = f(«) ile tamiml f fonksiyonu stirekli olsun. Denklemi r = f(«)
olan egri, a = a ve o = b dogrular tarafindan sinirlanan bolgenin alanini A ile gosterelim. A

alanina yaklagmak igin [a, b] araliginm Ao = a4 esit uzunlugundaki n tane alt araligindan

olusan a = ap < a1 < ag < -+ < ay, = b pargalanmasini alalim. ¢ = 1,2,...,n igin 4. alt
aralik olan [a;_1, o] araliginda bir o noktasi secelim. Ayrica a = a;—1 ve a = a; dogrulari
ile r = f(a) egrisi tarafindan siirlanan daire diliminin alanini AA4; ile gosterelim. Aa nin
kiiciik degerleri icin AA; alam1 r} = f(a]) yaricaph ve a = a;—; ile o = o dogrulariyla
smurli dairesel dilimin alanmina yaklasik olarak esittir. Dolayisiyla

(2

AA; ~ %rsza = %f(oﬁ‘)QAa

yazabiliriz. ¢ = 1,2,...,n icin 80z konusu dilimlerin alanlarini toplayarak
n n 1
A= "AAi~) §f(a;")2Aa
i=1 i=1

n 1 b1
olur. Burada ) 5 f(a})*Aar toplam / B f(a)? da integrali i¢in bir Riemann toplamudir.
i=1 a

f fonksiyonu siirekli oldugundan bu integralin degeri Aa — 0 iken 6nceki toplamin limitidir.
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Boylece
b1
A= / 3 f(a)? da
esitligini elde ederiz.

Ornek 6.1.1 Kutupsal koordinat sisteminde r = 1 + cosa denklemi ile verilen egrinin
siirladigr bolgenin alanini bulalim. S6z konusu alan agagidaki sekilde goriillmektedir.

Hesaplanacak alani A ile gosterirsek

27r1
A = / —r? da
0o 2

1 2
= 2/ (1 + cos)? da
0
1 2w
= 2/ (14 2cosa + cos? a) da
0
e 1 2
= / (1+2cosa+w) da
2 Jo 2
1,3 1 2
= 5(5(14-2811’104—}— Zsin(?a)) OW
3
= —r
2

olarak bulunur. A
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6.1.1 Kutupsal koordinatlarda egriler arasindaki alan hesabi

Kutupsal koordinatlarda r = f(a) ve r = g(«) ile tamimh f ve g fonksiyonlar: siirekli
olsun. Denklemleri sirasiyla r = f(«) ve r = g(«) olan egriler, & = a ve o = b dogrular
tarafindan sinirlanan bolgenin alanim A ile gosterelim. Ayrica a < a < b igin g(a) < f(w)
oldugunu kabul edelim. A alanini i¢ egri ile sinirh alani, dig egri ile sinirh alandan gikararak
bulabiliriz. Boylece

b1 b1
A= / Qf(a)2 do —/ ig(a)2 do
esitligini elde ederiz. Dolayisiyla

1

b
A= / (f(e)? - g(a)?) da

olur.

Ornek 6.1.2 Kutupsal koordinatlarda r = 2 ¢emberinin i¢inde ve r = 3 4+ 2sin a egrisinin
disinda kalan bélgenin alanini bulalim. Bu alan asagidaki sekilde tarali olarak goriilmektedir.

F=3+ 2sina

S6z konusu alan1 A ile gosterelim. Oncelikle denklemleri verilen iki egrinin kesim noktalarini

1 7
belirleyelim. 3 + 2sina = 2 esitliginden sina = —3 elde edilir. Bu sebeple a = % veya

11
a = —" olur. Alam sinirlayan egrilerden digarida olam » = 2 ve iceride olanm1 3 4 2sin «

oldugundan
11w

_L [ e N2
A= /777 (22 = (3+ 2sina)?) do

2
11vV3 7«

olur. Bu integral hesaplanirsa A = — 3 bulunur. A
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6.2 Kutupsal Koordinatlarda Yay Uzunlugu Hesabi

Kutupsal koordinatlarda r = f(«) ile tanimli f fonksiyonu siirekli olsun. Bu fonksiyonun
parametrik denklemi

x = f(a)cosa

y = f(a)sina

dir. Bu durumda

ZZ = fl(a)cosa— f(a)sina
dy .
T = f(a)sina + f(a)cosa

olur. Boylece
dz '\ dy\? 2 reoy2 2 dr\*
(%) + (5) = fr+rar=r+ (4)

elde edilir. Eger r = f(«a) ile tamimh f fonksiyonu igin f’ fonksiyonu bir [a,b] araliginda
stirekli ise bu aralikta fonksiyonun grafiginin uzunlugu

b 2
dr
| = 2 — ] d
/a e+ <da> o}
dir.

Ornek 6.2.1 Kutupsal koordinatlarda r = 1 + cos « ile tamimh egrinin [0, 7] arahigimdaki
yay uzunlugunu bulalim. Verilen fonksiyonun grafiginin yay uzunlugu hesaplanacak kismi
asagidaki sekilde gosterilmistir.
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.
Bu durumda — = — sin « olup

da
™ dr\2
[ = 2 —_
[y ()

™
— / \/(1+cosa)2—|—sin2a da
0

vy

= / \/1+2008a+0082a—|—sin2ada
0

= /\/2+2008ada
0

= \/5/ v1+ cosa do
0

4 «
= V2 \/2cos? = da
0 2
™
= 2/ cosgda
0 2

Q|
= 4sin
! 2

0

™
Sll’l2

elde edilir.
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