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MATEMATIK-I
1 GIRiS
Matematigin en temel kavrami olan kiime, iyi tamimlanmig (kesin ayirdedilebilir)
nesne veya varliklarin toplulugu olarak tanimlanabilir. Burada iyi tanimlanmig
deyimi,kiimeyi olugturan nesne veya varliklarin kesin bir gekilde giipheye diigme-
den saptanabilecegini belirtmektedir. Ornegin "Ankara Universitesi 1. smmf
ogrencileri" bir kiime olugturur. Kiimeler genellikle A, B, C, X, Y gibi biiyiik
harflerle, kiimenin elemanlar: ise a, b, ¢, x, y gibi kiiciik harflerle gosterilirler.

Bu kesimde say1 kiimelerinin yapilanmalar {izerinde durmadan uygulamada

kullanildiklar1 bicimiyle ele alip taniyacagiz. En iyi bildigimiz say1 kiimesi,
ogelerini sayma i¢in kullandigimiz sayma sayilar kiimesidir. Bu kiime

1,2,3,...

sayilarindan olusur ve N ile gosterilir.

Z=A{.,-2,—-1,0,1,2,...} kilmesine tamsayilar kiimesi denir.

Tam sayilar kiimesi rasyonel sayilar kiimesi ad1 verilen daha genis bir sayilar
kiimesinin alt kiimesidir. Bu kiime sifirla bélme kural digi birakilarak, tam
sayilarin birbirlerine boéliimlerinden olusan sayilarin kiimesidir ve Q ile goster-
ilir. Yani

Q:{%:mbeZb#O}

ile tanimlanir. Rasyonel sayilar kiimesi ile irrasyonel sayilar kiimesinin bir-
lesimine reel sayilar kiimesi denir ve R ile gosterilir. Bu derste R reel sayilar
kiimesi ve onun alt kiimeleri iizerinde galigacagiz.

1.1 Mutlak Deger

Mutlak deger kavrami, cebirsel olarak kok igeren hesaplamalarda ve geometrik
olarak da iki nokta arasindaki uzaklik kavraminin belirlenmesinde énemli rol
oynar.

Bir a € R saywsinin 0 (sifir) a olan uzaklhigina a sayisinin mutlak degeri denir.
Bu say1 |a] ile gosterilir.

a ; a>0ise
la| = 0 ; a=0ise
—a ; a<0ise

Asagidaki ozellikler tanim kullanilarak kolayca elde edilir.

1. |a|] = Va?

2. |af® = a?



la| = |—a]
—lal <a <]al
la|" = |a"|

lab] = |a| |b]

|a —b] = |b— al
la+ b < [af + [b]
lla] — [b]] < |a— D]
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2 FONKSIYONLAR VE GRAFIKLERI

2.1 Fonksiyonlar

Tamim ve goriintii kiimeleri, reel degiskenli ve reel degerli bir fonksiyonun tanim
kiimesinin bulunmasi, fonksiyonlarin grafikleri, goriintii ters goriintii, érten ve
birebir fonksiyon, ters fonsiyon, iki fonksiyonun bilegkesi, toplami, farki, ¢arpimi
ve boliimii, monoton fonksiyonlar, tek ve gift fonksiyonlar, pargali fonksiyonlar.

Tanim 1 A ve B iki kilme olsun. A mn her bir elemanini B nin birtek ele-
manina egleyen kurala A dan B ye bir fonksiyon denir. Genellikle fonksiyonlar
f, g9, h - gibi harflerle temsil edilir. A dan B ye f fonksiyonu f : A — B ve ya

Al B bi¢iminde gdosterilir. Burada A kiimesine fonksiyonun tanim kiimest,
B kiimesine de deger kiimest adr verilir. Eger f fonksiyonu tanim kiimesinin
x elemaniny deger kiimesinin y elemant ile eslestirirse, x in f altindaki goriin-
tist y dir denir ve bu y = f(z) bigiminde gésterilir. y = f(x) bagntisigla
bir fonksiyon tanwmlandiginda x elemanina bagimsiz degisken, y elemanina
bagiml degisken denir. f : A — B fonksiyonu igin {y = f(z) : z € A}
kiimesine de f nin gortnti kiimesi ady verilir.

Ornek 2 A = [0,00) ve B = R olsun. A daki herbir elemana B de onun
karesine karsilik getiren kural reel degiskenli ve reel degerli bir fonksiyondur.
Béyle bir fonksiyon f(z) = x? biciminde temsil edilir.

Sadece kurali verilmis reel degiskenli ve reel degirli bir f fonksiyonun tanim
kiimesinin ne oldugu siklikla kargimiza gikar. Bu durumda f nin tanim kiimesi,
f(z) ifadesini reel yapan (anlamli yapan) tiim x reel sayilarinin kiimesidir.
Ornegin f(z) = /z ile verilen fonksiyonun tanim kiimesi [0,00) dir. Yine
glx) = % ile verilen g fonksiyonunun tanim kiimesi ise R\ {0} dir.

Bir fonksiyonla ilgili verileri kullanmak ve yorumlamak icin bu verileri grafik
iizerinde gostermek, fen, miihendislik ve igletme gibi alanlarda onemlidir. Tanim
kiimesi A olan bir f fonksiyonunun grafigi koordinat diizleminde (z, f(z)) siral
ikililerinin kiimesidir. Yani {(z, f(z)) : © € A} kiimesine f nin grafigi denir.
Bu noktalar zy-diizleminde isaratlendiginde f nin grafigi ¢izilmis olur.

Ornek 3 f(z) = 2z + 1 wve g(z) = 2® fonksiyonlarimn grafiklerini ¢iziniz.
Tanwym ve gorinti kimelerini bulunuz.



Bir fonksiyonun grafigi xy-diizleminde bir egridir. Ancak zy-diizlemindeki
her egri bir fonksiyonun grafigi degildir. zy-diizlemindeki bir egrinin x in bir
fonksiyonu olmasi i¢in gerek ve yeter sart her diisey dogrunun bu egriyi en fazla
bir noktada kesmesidir.

Ornek 4 = = y? nin grafigi = in bir fonksiyonu degildir.

Bir f fonksiyonu tanim kiimesinin farkl pargalarinda farkl tanimlanabilir.
Bu tiir fonksiyonlara parcali taniml fonksiyonlar denir.

Ornek 5

z—1 , =<0

bir parcaly tansmly fonksiyondur. Burada f(3) =7 ve f(—2) = —3 dir.

Tamim 6 f ve g ki fonksiyon olsun. Bu iki fonksiyonun toplama, fark:, ¢arpima
ve béliimii sirast ile

(f+9)(x) = f(z)+g(z),
(f=9)=) = f(z)—g(z),
(f9)(x) = [f(z)g(z),
f — 1@

(g)( ) e

seklinde tamamlanir. [+ g, f — g ve fg fonksiyonlarinin tanwm kimesi f ile g
fonksiyonlarinin tansm kiimelerinin arakesitidir. 5 fonksiyonunun tanwm kimesi

ise bu arakesitte g(x) # 0 ozelligindeki tiim x noktalarmin kimesidir.

Ornek 7 f(z) =z ve g(z) = 2> + 1 olsun. f+g, f—g, fg ve 5 fonksiyonlar
ile bunlarin tamam kiimelerini bulunuz.

Tanmim 8 f: A — B bir fonksiyon, E C A ve FF C B olsun.
f(E) ={f(x): 2z € E}
kiimesine E nin f altindaki gorintisi,
fTUF)={z € A: fx) € F}

kiimesine de F nin f altindaki ters goriintiisi denir. Eger f(A) = B oluy-
orsa [ ye orten fonksiyon denir. Eger tanwm kiimesindeki farkly elemanlarin
goriuntileri de farkly oluyorsa fonksiyona birebir fonksiyon denir. Sembolik
olarak f birabirdir ancak ve ancak x1 # xo = f(x1) # f(x2) dir.

Ornek 9 f,g: R — R, f(z) = 22 ile g(z) = = + 1 fonksiyonlarinn birebir ve
orten olup olmadigime arastiriniz.



Tanmim 10 f: A — B ve g : B — C ki fonksiyon olsun. A mun her x elemam
icin z = g(f(x)) kuraly ile verilen fonksiyona f ile g fonksiyonlarinin bilegkesi
denir ve bu g o f ile gosterilir. Buna gére go f : A — C, (go f)(z) = g(f(x))
ile tamamlanar.

Ornek 11 f(z) =22 + 1 ve g(z) = /T fonksiyonlari igin go f ile f o g bileske
fonksiyonlarint ve tanwm kiimelerini bulunuz.

Tanim 12 f : A — B fonksiyonu birebir ve drten olsun. (go f)(x) = x wve
(fog)(y) =y esitliklerini saglayan g fonksiyonuna f nin ters fonksiyonu denir
ve f~1 ile gosterilir.

f : A — B birebir ve orten bir fonksiyon olsun. y = f(z) denkleminden x
cekilip, x yerine y ve y yerine x yazildiginda y = f~!(x) kurali bulunur. O halde
(a,b) noktast f fonksiyonunun grafigi izerinde ise (b,a) noktas1 f=1 in grafigi
tizerindedir. Boylece f ile f~! in garafikleri y = 2 dogrusuna gore simetriktir.

Ornek 13 f:R — R, f(z) = 23+1 fonksiyonunun varsa tersini bulup grafigini
¢12iniz.

Tamim 14 f fonksiyonu reel sayilarn bir I olt araliginda tanwmly olsun. Eger
I araligandaki her ©1 < x9 i¢in f(x1) < f(xz) ise f fonksiyonu I araliginda
artandwr denir. Eger I araligindaki her 1 < xzo i¢in f(x1) > f(xg) ise f
fonksiyonu I aralginda azalandwr denir.

Ornek 15 f(z) = 22 fonksiyonu (—o0,0] arabgnda azalan, [0,00) arahiginda
artandor.

Tanim 16 A reel sayilarin bir alt kiimesi olsun. Eger x € A oldugunda —x € A
oluyorsa A kiimesine bir simetrik kiime denir. Simetrik bir A kiimesi tizerinde
tanymly bir f fonksiyonu icin f(—x) = f(z) oluyorsa f ye bir ¢ift fonksiyon,
f(—=z) = —f(x) oluyorsa f ye bir tek fonksiyon denir.

Ornek 17 f(z) = x> +1 bir ¢ift fonksiyondur. g(z) = 2+ bir tek fonksiyon-
dur. h(x) = 2z — 2% ne tek nede ¢ift fonksiyondur.

Qift fonksiyonlarin grafikleri y-eksenine gore simetriktir. Tek fonksiyonlarin
grafikleri ise orijine gore simetriktir.
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