
3 TÜREV

Önceki bölümde bir f fonksiyonunun bir a noktasındaki tanım değeri kadar x
bağımsız deği̧skeni a noktasına yaklaşırken f nin davranı̧sınında önemi vurgu-
lanmı̧s ve limit kavramı tanıtılmı̧stı. Daha sonra limit kavramından yararla-
narak bir fonksiyonun sürekliliğinden bahsedilmi̧s ve sürekli fonksiyonların bazı
özellikleri incelenmi̧sti. Bu bölümde ise sürekli fonksiyonlar arasında önemli bir
özelliğe sahip olan fonksiyonları göz önüne alacağız. Bu özelliğe fonksiyonun
türevlenebilmesi diyeceğiz. Türev kavramının fen bilimlerinde ve hatta ikti-
satta pek çok uygulamasıvardır. Örneğin matematikte teğetin eğimi, fizikte hız
ve ivme, kimyada reaksiyon hızı, iktisatta marjinal gelir gibi kavramlar türev
yardımıyla açıklanmaktadır.

3.1 Teğet

Bir C eğrisi y = f(x) denklemi ile verilmi̧s olsun. C eğrisinin P (a, f(a)) nok-
tasındaki teğetini bulmak için aşağıdaki yolu izleyelim. P noktasının yakının-
daki x 6= a şartını sağlayan bir Q(x, f(x)) noktasını göz önüne alırsak PQ
doğrusunun eğiminin

mPQ =
f(x)− f(a)

x− a
olduğu görülmektedir. x değeri a ya yaklaştıkça Q noktasıda eğri üzerinde P
noktasına yaklaşacaktır.

x

y

P QQ

Eğer mPQ bir m değerine yaklaşırsa, eğrinin P notasındaki teğetini P den geçen
ve eğimi m olan doğru olarak tanımlarız. Buna göre eğer limit varsa, y = f(x)
eğrisinin P (a, f(a)) noktasındaki teğet doğrusu P noktasından geçen ve eğimi

m = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
olan doğrudur.

Örnek 71 y = x2 parabolünün (2, 4) noktasındaki tĕgetinin denklemini bulalım.
a = 2 ve f(x) = x2 oldŭgundan ĕgim

m = lim
x→2

x2 − 4

x− 2
= 4

olur. O zaman tĕget denklemi y − 4 = 4(x− 2) den y = 4x− 4 olur.
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Teğet doğrusunun eğimi için bazıdurumlarda kullanımıdaha kolay olan bir
başka ifade de vardır. x = a+h dersek x, a ya yaklaştıkça h, 0 a yaklaşacağından
teğet doğrusunun eğimi

m = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h

olur.

Örnek 72 y = 1
x ĕgrisinin a = 2 apsisli noktasındaki tĕgetinin denklemini

bulalım. a = 2 ve f(x) = 1
x oldŭgundan f(a) = 1

2 olur. O zaman ĕgim

m = lim
h→0

1
2+h −

1
2

h
= lim
h→0

−1

2(2 + h)
= −1

4

olur. Böylece tĕget denklemi y = − 1
4 (x− 2) + 1

2 den y = −x4 + 1 olur.

Yukarıdakine benzer şekilde konum fonksiyonu s = f(t) olan bir cismin t = a
anındaki hızının

v(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
olduğu belirtilmektedir. Bunlarda olduğu gibi hernahgi bir bilim dalında

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h

biçimindeki limitler sıklıkla karşımıza çıkmaktadır. Bu nedenle bu limitler için
özel bir isim ve gösterim kullanılmaktadır.

Tanım 73 Ĕger varsa, aşăgıdaki limite, f fonksiyonunun a noktasındaki türevi
denir ve f ′(a) ile gösterilir.

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h

Yukarıda teğet doğrularınıbulurken gördüğümüz gibi, türevin tanımınıifade
etmenin eşdeğer bir yolu

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
dır.

Örnek 74 f(x) = x3 + 1 fonksiyonunun a noktasındaki türevini hesaplayalım;

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h

= lim
h→0

(a+ h)3 − a3

h

= lim
h→0

a3 + 3a2h+ 3ah2 + h3 − a3

h

= lim
h→0

3a2h+ 3ah2 + h3

h
= 3a2

olur.
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Yukarıdaki açıklamalara göre y = f(x) eğrisinin P (a, f(a)) noktasındaki
teğet doğrusu, türevin var olmasıhalinde

y − f(a) = f ′(a)(x− a)

eşitliği ile verilir.

Örnek 75 y = f(x) ĕgrisinin (4, 3) noktasındaki tĕget dŏgrusu (0, 2) noktasın-
dan geçtĭgine göre f(4) ve f ′(4) nedir?

Örnek 76 f(0) = 0, f ′(0) = 3, f ′(1) = 0 ve f ′(2) = −1 şartlarınısăglayan bir
f fonksiyonu grafĭgi çiziniz.

Örnek 77 y =
√
x ĕgrisine tĕget ve ĕgimi 1

4 dĕgerine eşit olan bir dŏgru den-
klemi bulunuz.

Eğer
lim
x→a
|f ′(x)| =∞

ise y = f(x) sürekli eğrisinin x = a noktasında bir dikey (düşey) teğeti vardır
denir. Örneğin y = x

1
3 ve y = x

2
3 eğrilerinin x = 0 noktasında bir düşey teğeti

vardır. (Grafikleri çizerek karşılaştırma yapınız.)

3.2 Fonksiyon Olarak Türev

Önceki kesimde y = f(x) fonksiyonunu x = a noktasındaki türevi

f ′(a) = lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h

olarak verilmi̧sti. Bu kesimde türev, f fonksiyonunun tanım aralı̆gındaki her x
değeri için fonksiyondan türetilen yeni bir fonksiyon olarak incelenecektir.

Tanım 78 y = f(x) fonksiyonunu x dĕgişkenine băglıtürevi, limitin var olması
halinde f ′ fonksiyonudur ve x noktasındaki dĕgeri ise

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

olarak tanımlanır.

f ′ fonksiyonunun tanım kümesi {x : f ′(x) var} olarak verilir ve f nin tanım
kümesinden daha küçük olabilir.

Örnek 79 f(x) =
√
x ise f ′ fonksiyonunu ve tanım kümesini bulunuz.

y = f(x) fonksiyonunun türevinin bir çok gösterimi vardır. Bazı yaygın
gösterimler şöyledir:

f ′(x) = y′ =
dy

dx
=
df

dx
=

d

dx
f(x) = Df(x).

28



d
dx ve D sembolleri türev alma operatörleri olarak adlandırılır. Türevin bir
x = a noktasındaki değeri ise

f ′(a) =
dy

dx
|x=a=

df

dx
|x=a

şeklinde gösterilmektedir.

Tanım 80 Ĕger y = f(x) fonksiyonu için f ′(a) varsa f ye a da türevlenebilirdir
denir. Ĕger f bir açık aralı̆gın (sonlu yada sonsuz) her noktasında türevlenebiliy-
orsa bu fonksiyona açık aralıkta türevlenebilirdir denir. Ĕger f fonksiyonu (a, b)
açık aralı̆gında türevlenebilir ve

lim
h→0+

f(a+ h)− f(a)

h
(x = a noktasında săg türev)

lim
h→0−

f(b+ h)− f(b)

h
(x = b noktasında sol türev)

limitleri varsa bu fonksiyona [a, b] kapalıaralı̆gında türevlenebilirdir denir.

Örnek 81 f(x) = |x| fonksiyonunun (−∞, 0) ve (0,∞) aralıklarında türevlenebilir
oldŭgunu fakat x = 0 noktasında türevlenemedĭgini gösteriniz.

Teorem 82 Ĕger f fonksiyonu x = a noktasında türevlenebiliyorsa bu noktada
süreklidir.

Ispat. f fonksiyonu a noktasında türevlenebiliyor ise

g(x) =
f(x)− f(a)

x− a

şeklinde tanımlıg fonksiyonunun a noktasında limiti vardır ve bu limit f ′(a)
dır. Yukarıdaki eşitlikten x 6= a için

f(x) = f(a) + (x− a)g(x)

yazılabilidiğinden

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

[f(a) + (x− a)g(x)]

= f(a) + 0f ′(a) = f(a)

bulunur. Dolayısıyla f fonksiyonu a noktasında süreklidir.

3.3 Türev Alma Kuralları

Bu kesimde basit fonksiyonlardan başlayarak türev almada genel kurallarıelde
edeceğiz.
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1. Sabit fonksiyon: f(x) = c sabit fonksiyon olmak üzere her x için

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim
h→0

c− c
h

= 0

bulunur.

2. Kuvvet fonksiyonları(Kuvvet kuralı): n bir pozitif tam sayıolmak
üzere f(x) = xn kuvvet fonksiyonunu göz önüne alalım. O zaman her x
için

f ′(x) = lim
z→x

f(z)− f(x)

z − x = lim
z→x

zn − xn
z − x

= lim
z→x

(z − x)(zn−1 + zn−2x+ · · ·+ zxn−2 + xn−1)

z − x
= nxn−1

bulunur. Kuvvet negatif olduğunda bu fonksiyonun türevi nedir? sorusu
akla gelebilir. Örneğin f(x) = x−1 fonksiyonunun türevi x 6= 0 için

f ′(x) = lim
z→x

f(z)− f(x)

z − x = lim
z→x

1
z −

1
x

z − x

= lim
z→x

x−z
zx

z − x = − 1

x2
= (−1)x−2

olur. Buradan kuvvet kuralının n = −1 içinde doğru olduğu görülmekte-
dir. İleride (Böümün türevinden sonra) bu kuralın her negatif tam sayı
için doğru olduğunu göstereceğiz. Yine kuvvetin bir rasyonel sayı ol-
masıhalinde bu kural geçerli midir? sorusu da akla gelebilir. Örneğin
f(x) = x

1
2 olsun. O zaman her x > 0 için

f ′(x) = lim
z→x

√
z −
√
x

z − x =
1

2
x−

1
2

olur. Yani kuvvet kuralın = 1
2 için de geçerlidir. Aslında bu kural her

n reel sayıs için geçerlidir. Bunu doğruluğunu ileride (logaritmik türev
almadan sonra) göreceğiz.

3. Sabitle çarpım kuralı: c sabit bir sayıve f türevlenebilen bir fonksiyonsa

d

dx
[cf(x)] = c

d

dx
f(x)

olur. Çünkü

[cf(x)]′ = lim
h→0

cf(x+ h)− cf(x)

h

= c lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= cf ′(x)

sağlanır.
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4. Toplam ve fark kuralı: f ve g türevlenebilir ise

d

dx
[f(x)± g(x)] =

d

dx
f(x)± d

dx
g(x)

dir. F (x) = f(x) + g(x) olsun. O zaman

[f(x) + g(x)]′ = F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h

= lim
h→0

f(x+ h) + g(x+ h)− f(x)− g(x)

h

= lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
+ lim
h→0

g(x+ h)− g(x)

h

= f ′(x) + g′(x)

olur.

Uyarı83 Kuvvet kuralı ile Toplam ve fark kuralı birlikte düşünülürse bütün
polinomlar her yerde türevlenebilir oldŭgu görülebilir.

Örnek 84 f(x) = x3 + 1
5x

2 + 7x+ 5 polinomunun türevini hesaplayınız.

Örnek 85 f(x) = x4 − 2x2 + 2 ĕgrisi üzerinde tĕget dŏgrusunun yatay oldŭgu
nokta var mıdır? Varsa bu noktalarıbulunuz.

5. Çarpım kuralı: f ve g fonksiyonlarıtürevlenebilir ise

d

dx
[f(x)g(x)] = g(x)

d

dx
f(x) + f(x)

d

dx
g(x)

dir. F (x) = f(x)g(x) olsun. O zaman

[f(x)g(x)]′ = F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h

= lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x)

h

= lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)− f(x+ h)g(x) + f(x+ h)g(x)− f(x)g(x)

h

= lim
h→0

f(x+ h)g(x+ h)− f(x+ h)g(x)

h
+ lim
h→0

f(x+ h)g(x)− f(x)g(x)

h

= lim
h→0

f(x+ h) lim
h→0

g(x+ h)− g(x)

h
+ g(x) lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h

= f(x)g′(x) + g(x)f ′(x)

olur.

Örnek 86 f(x) = (4x2 − 1)(7x3 + x) ise f ′(x) i bulunuz.
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Örnek 87 g(4) = 2 ve g′(4) = 3 olmak üzere f(x) =
√
xg(x) ise f ′(4) dĕgerini

bulunuz.

6. Bölüm kuralı: f ve g fonksiyonlarıtürevlenebilir ve g 6= 0 ise

d

dx
[
f(x)

g(x)
] =

g(x) d
dxf(x)− f(x) d

dxg(x)

(g(x))2

dir. F (x) = f(x)
g(x) dersek f(x) = F (x)g(x) olur. Çarpım kuralından

f ′(x) = g(x)F ′(x) + F (x)g′(x)

olup

[
f(x)

g(x)
]′ = F ′(x) =

f ′(x)− F (x)g′(x)

g(x)

=
f ′(x)− f(x)

g(x) g
′(x)

g(x)

=
g(x)f ′(x)− f(x)g′(x)

(g(x))2

bulunur.

Örnek 88 f(x) = 5x4+x2

x3+2 ise f ′(x) i bulunuz.

Örnek 89 n herhengi bir negatif tam sayıiken f(x) = xn kuvvet fonksiyonunun
türevininin f ′(x) = nxn−1 oldŭgunu gösteriniz. m = −n diyelim. O zaman m
bir pozitif tam olmak üzere f(x) = xn = 1

xm olur. Böylece Bölüm kuralından

f ′(x) = (
1

xm
)′ =

0xm −mxm−1

x2m
= −mx−m−1 = nxn−1

bulunur.

7. Ters fonksiyonun türevi: Bilindiği gibi f : A → B fonksiyonu birebir
ve örten ise f−1 : B → A tersi vardır. Bu durumda eğer f fonksiyonu x0

noktasında türevlenebilir ve f ′(x0) 6= 0 ise f−1 fonksiyonu da y0 = f(x0)
noktasında türevlenebilirdir ve

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
=

1

f ′(f−1(y0))

dir. Gerçekten

(f−1)′(y0) = lim
y→y0

f−1(y)− f−1(y0)

y − y0

= lim
x→x0

x− x0

f(x)− f(x0)

= lim
x→x0

1
f(x)−f(x0)

x−x0

=
1

f ′(x0)
=

1

f ′(f−1(y0))
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olur. (Bunun ispatı zincir kuralından sonra da verilebir. Şöyle ki f ve
g birbirinin ters fonksiyonları ise f(g(x)) = x olup zincir kuarlından
f ′(g(x))g′(x) = 1 olup g′(x) = 1

f ′(g(x)) olur)

Örnek 90 n bir pozitif tam sayıolmak üzere f(x) = x
1
n fonksiyonu için f ′(x) i

hesaplayınız. f−1(x) = xn oldŭgundan (f−1)′(x) = nxn−1 ve böylece (f−1)′(f(x)) =
n(f(x))n−1 olur. Böylece

f ′(x) = (x
1
n )′ =

1

(f−1)′(f(x))
=

1

n(x
1
n )n−1

=
1

n
x
1
n−1

bulunur.

Örnek 91 f(x) = x
1
3 ise f ′(x) i bulunuz.

8. Zincir kuralı: f ile g türevlenebilir fonksiyonlar ve F = f ◦ g olsun. O
zaman F de türevlenebilirdir ve

F ′(x) = [f(g(x))]′ = f ′(g(x))g′(x)

dir. Leibnitz gösteriminde, y = f(u) ve u = g(x) türevlenebilir fonksiyon-
larsa

dy

dx
=
dy

du

du

dx

dir.

Lemma 92 f fonksiyonu x noktasında türevlenebilir ve y = f(x) olsun. O
zaman

∆y = f ′(x)∆x+ ε∆x

eşitlĭgini săglayan ve ∆x→ 0 iken ε→ 0 olan bir ε reel sayısıvardır.

Ispat.

ε =


f(x+∆x)−f(x)

∆x − f ′(x) , ∆x 6= 0

0 , ∆x = 0

olsun. O zaman

lim
∆x→0

ε = lim
∆x→0

[
f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
− f ′(x)]

= f ′(x)− f ′(x) = 0

olur. Diğer taraftan ∆x 6= 0 için tanımdan

ε∆x = f(x+ ∆x)− f(x)−∆xf ′(x)

olur. Ancak ∆y = f(x+ ∆x)− f(x) olduğundan

ε∆x = ∆y −∆xf ′(x)
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veya
∆y = f ′(x)∆x+ ε∆x

bulunur. Yine ∆x = 0 ise ∆y = f(x+ ∆x)− f(x) = 0 = f ′(x)∆x+ ε∆x eşitliği
sağlanır.
Zincir kuralının ispatı. y = f(u) ve u = g(x) türevlenebilir fonksiyonlar
olsun. O zaman

∆u = g′(x)∆x+ ε1∆x

eşitliğini sağlayan ve ∆x→ 0 iken ε1 → 0 olan bir ε1 reel sayısıvardır. Yine

∆y = f ′(u)∆u+ ε2∆u

eşitliğini sağlayan ve ∆u→ 0 iken ε2 → 0 olan bir ε2 reel sayısıvardır. Buradan

∆y = (f ′(u) + ε2)∆u

= (f ′(u) + ε2)(g′(x)∆x+ ε1∆x)

= (f ′(u) + ε2)(g′(x) + ε1)∆x

olur. ∆x 6= 0 için
∆y

∆x
= (f ′(u) + ε2)(g′(x) + ε1)

bulunur ki ∆x→ 0 iken ε1 → 0 ve ε2 → 0 olduğundan

lim
∆x→0

∆y

∆x
= f ′(u)g′(x)

yada
dy

dx
= f ′(u)g′(x) =

dy

du

du

dx
elde edilir.

Uyarı93 Şimdi Lemma 92 deki

∆y = f ′(x)∆x+ ε∆x

eşitlĭginden
f(x+ ∆x) = f(x) + f ′(x)∆x+ ε∆x

yazılabilir. ∆x→ 0 için ε→ 0 oldŭgundan ∆x yeterince küçük alındı̆gında

f(x+ ∆x) ≈ f(x) + f ′(x)∆x (7)

elde edilir. (7) kullanılarak yaklaşık dĕger hesaplamalarıyapılabilir.

Örnek 94 F (x) =
√
x2 + 1 fonksiyonunun türevini hesaplayınız. F fonksiyonu

f(u) =
√
u ve g(x) = x2 + 1 olmak üzere F = f ◦ g biçiminde yazılabilir. O

zaman f ′(u) = 1
2
√
u
ve g′(x) = 2x oldŭgundan

F ′(x) = f ′(g(x))g′(x) =
1

2
√
x2 + 1

2x =
x√

x2 + 1

bulunur.

34



Örnek 95 f(x) = (x3 + 1)100 fonksiyonunun türevini bulunuz.

Örnek 96 f(x) = 1
3√x2+x+1

fonksiyonunun türevini bulunuz.

Örnek 97 f(x) = (2x+ 1)5(x3 − x+ 1)4 fonksiyonunun türevini bulunuz.

Örnek 98 (7) ifadesini kullanılarak 3
√

28 in yaklaşık dĕgerini bulunuz.

3.4 Ek Sorular

Örnek 99 Aşăgıdaki fonksiyonların ĕger varsa karşılarında yazılınoktalardaki
türevlerini hesaplayınız. Fonksiyonlar bu noktalarda sürekli midirler?

1. f(x) = |x− 1|, a = 1.

2. f(x) = ‖x‖, a = 2.

3. f(x) = x |x|, a = 0.

4. f(x) = x ‖x‖, a = 0.

5. f(x) =

 ‖x‖ , x > 0

x2 , x ≤ 0
, a = 0.

6. f(x) =

 x2 sin( 1
x ) , x 6= 0

0 , x = 0
, a = 0.

7. f(x) =

 x sin( 1
x ) , x 6= 0

0 , x = 0
, a = 0.

Örnek 100 Aşăgıdaki fonksiyonların karşılarında yazılınoktalardaki türevlerini
hesaplayınız.

1. f(x) = (x2 + 1)3, x = 1

2. f(x) = (1 + x−2)50, x = 1

3. f(x) = ( 1+x
1−x )10, x = 0

4. f(x) = x
√

1 + x2, x = 0

5. f(x) =
√

1−x
1+x , x = 1

2

6. f(x) =
√
x+
√
x, x = 1

7. f(x) = 3
√

1 + 3
√
x, x = 0.
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Örnek 101 f(x) = x3 + 4x fonksiyonu için (f−1)′(5) =?

Örnek 102 f(0) = 1, limx→0
f(x)−1

x = 2 ve g(x) = (x2+3)4f(x) olsun. g′(0) =
?

Örnek 103 g(0) = g′(0) = 0 ve f(x) =

 g(x) cos 1
x , x 6= 0

0 , x = 0
olsun. f ′(0)

dĕgerini bulunu.

Örnek 104 y = x3 − x2 − x+ 1 ĕgrisi üzerinde tĕgetin yatay oldŭgu noktaları
bulunuz.

Örnek 105 Hangi x dĕgerleri için f(x) = 2x3 − 3x2 − 6x+ 87 fonksiyonunun
grafĭginin yatay tĕgeti vardır?

Örnek 106 y = 6x3+5x−3 ĕgrisinin, ĕgimi 4 olan bir tĕget dŏgrusu olmadı̆gını
gösteriniz.

Örnek 107 y = x2 + 1 ĕgrisinin hangi noktasındaki tĕgeti orijinden geçer?

Örnek 108 y = x2 parabolünün (0,−4) noktasından geçen iki tĕget dŏgrusu
oldŭgunu şekil çizerek gösteriniz. Bu iki tĕget dŏgrusunun parabol ile kesiştĭgi
noktaların koordinatlarınıbulunuz.

Örnek 109 (2,−3) noktasından geçen ve y = x2 + x parabolüne tĕget olan
dŏgruların denklemini bulunuz.

Örnek 110 Bir C ĕgrisinin P noktasındaki normal dŏgrusu, P den geçen ve
C nin P noktasındaki tĕgetine dik olan dŏgru olarak tanımlanır. Buna göre
y = 1− x2 ĕgrisinin (2,−3) noktasındaki normal dŏgrusunu bulunuz.

Örnek 111 y = x−x2 parabolünün (1, 0) noktasındaki normal dŏgrusu, parabol
ile ikinci kez nerede kesişir?

Örnek 112 Hangi a ve b dĕgerleri için 2x+ y = b dŏgrusu y = ax2 parabolüne
x = 2 apsisli noktada tĕgettir.

Örnek 113 Grafĭginin (−2, 6) ve (2, 0) noktalarındaki tĕgetleri yatay olan ve
y = ax3 + bx2 + cx+ d biçiminde verilen polinomu bulunuz.

Örnek 114 y-ekseni üzerinde kesişen iki dŏgrunun, y = x2 parabolüne tĕget
oldŭgu bir şekil çiziniz. Bu dŏgrular hangi noktada kesişir.

Örnek 115 (7) ifadesini kullanılarak
√

5 ve 4
√

17 nin yaklaşık dĕgerini hesaplayınız.

Örnek 116 d
dxf(2x) = x2 ise f ′(x) =?

Örnek 117 y = x
√

1− x2, −1 ≤ x ≤ 1 ĕgrisinin hangi noktadaki tĕgeti ya
yatay yada dikeydir.
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Örnek 118 f(x) = 1
1+x2 ĕgrisinin (−1, 1

2 ) noktasındaki tĕgetini bulunuz. Ĕgri
ile tĕgeti aynıdüzlemde çiziniz.

Örnek 119 h(2) = 4, h′(2) = −3 ise d
dx

(
h(x)
x

)
|x=2=?

Örnek 120 f(x) = x
x+1 ĕgrisine tĕget olan dŏgrulardan kaç tanesi (1, 2) nok-

tasından geçer? Bu dŏgrular ĕgriye hangi noktada tĕgettir.

Örnek 121 y = x−1
x+1 ĕgrisinin, x− 2y = 2 dŏgrusuna paralel olan tĕget dŏgru-

larının denklemini bulunuz.

Örnek 122 y = x2 +ax+ b ve y = cx−x2 ĕgrileri (1, 0) noktasında ortak tĕget
dŏgrusuna sahiptir. a, b ve c sayılarınıbulunuz.

Örnek 123 f(x) =

 ax+ b , x > −1

bx2 − 3 , x ≤ −1
fonksiyonunun her yerde türevlenebilir

olmasıiçin a ve b ne olmalıdır?

3.5 Trigonometrik ve Ters Trigonometrik Fonksiyonların
Türevi

3.5.1 Trigonometrik Fonksiyonların Türevi

Bu kesimde türev tanımınıkullanarak sinüs ve kosinüs fonksiyonlarının türevini
hesplayacağız. Ardından türev alma kuralları yardımıyla diğer trigonometrik
fonksiyonların türevlerini bulacağız.

1. f(x) = sinx fonksiyonunu göz önüne alalım.

d

dx
sinx = f ′(x) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h

= lim
h→0

sin(x+ h)− sinx

h

= lim
h→0

sinx cosh+ cosx sinh− sinx

h

= sinx lim
h→0

cosh− 1

h
+ cosx lim

h→0

sinh

h
= cosx

bulunur.
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2. f(x) = cosx olsun. O zaman

d

dx
cosx = f ′(x) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h

= lim
h→0

cos(x+ h)− cosx

h

= lim
h→0

cosx cosh− sinx sinh− cosx

h

= cosx lim
h→0

cosh− 1

h
− sinx lim

h→0

sinh

h
= − sinx

olur.

3. Bölümün türevi yardımıyla aşağıdakileri elde edebiliriz.

d

dx
tanx = (tanx)′ =

(
sinx

cosx

)′
=

cosx(sinx)′ − sinx(cosx)′

cos2 x

=
cos2 x+ sin2 x

cos2 x

=
1

cos2 x
= 1 + tan2 x = sec2 x

Bu türevin x 6= (2k+ 1)π2 için var olduğuna dikkat edelim. Benzer şekilde

d

dx
cotx = − 1

sin2 x
= −(1 + cot2 x) = − csc2 x

d

dx
secx = secx tanx

d

dx
cscx = − cscx cotx

olduklarıelde edilebilir.

Örnek 124 Aşăgıdaki fonksiyonların türevlerini hesaplayınız.

1. f(x) = x2 tanx

2. f(x) = sin x
1+cos x

3. f(x) = tan x
x

4. f(x) = x
sin x+cos x

5. f(x) = tan x−1
sec x

6. f(x) = x cos x−sin x
x sin x+cos x
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Örnek 125 y = x cosx ĕgrisinin (π,−π) noktasındaki tĕgetinin denklemini bu-
lunuz.

Örnek 126 y = sin(sinx) ĕgrisinin (π, 0) noktasındaki tĕgetinin denklemini
bulunuz.

Örnek 127 y = secx−2 cosx ĕgrisinin (π3 , 1) noktasındaki tĕgetinin denklemini
bulunuz.

Örnek 128 Hangi x dĕgeri için f(x) = x+ 2 sinx ĕgrisinin yatay tĕgeti vardır.

Örnek 129 y = cos x
2+sin x ĕgrisi üzerinde tĕgetin yatay oldŭgu noktalarıbulunuz.

Örnek 130 Zincir kuralıyardımıyla aşăgıdaki fonksiyonların türevini hesaplayınız.

1. f(x) = sin 3x2

2. f(x) = tan3 x+ cos(x2 + 1)

3. f(x) = (tan
√
x)5

4. f(x) = cos(sinx)

5. f(x) = tan(sinx)

6. f(x) = sin(sin(sinx))

7. f(x) =

√
x+

√
x+
√
x

8. f(x) = 1
3 tan3 x− tanx+ x

9. f(x) = (2− 3 cosx)
3
2

10. f(x) = sin2(2x− 1)
3
2

Örnek 131 cos 62◦ yi yaklaşık olarak hesaplayınız. (62◦ = π
3 + π

90 olup ∆x = π
90

alınız)

Örnek 132 cos 43◦ ve sin 32◦ yi yaklaşık olarak hesaplayınız.

3.5.2 Ters Trigonometrik Fonksiyonların Türevi

f(x) = arcsinx, x ∈ [−1, 1] fonksiyonunu göz önüne alalım. Bilindiği gibi, bu
fonksiyon [−π2 ,

π
2 ] aralı̆gı üzerinde tanımlı f−1(x) = sinx fonksiyonunun ters

fonksiyonudur. Böylce ters fonksiyonun türevi yardımıyla

f ′(x) =
1

(f−1)′(f(x))
=

1

cos(f(x))
=

1

cos(arcsinx)
=

1√
1− x2

bulunur. Burada türevin x = 1 ve x = −1 için var olmadı̆gına dikkat edilmelidir.
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Benzer şekilde

f(x) = arccosx ⇒ f ′(x) = −1√
1−x2 x ∈ (−1, 1)

f(x) = arctanx ⇒ f ′(x) = 1
1+x2 x ∈ R

f(x) = arccotx ⇒ f ′(x) = −1
1+x2 x ∈ R

f(x) = arcsecx ⇒ f ′(x) = 1
|x|
√
x2−1

x ∈ R\[−1, 1]

f(x) = arccscx ⇒ f ′(x) = −1
|x|
√
x2−1

x ∈ R\[−1, 1]

olduğu elde edilebilir.

Örnek 133 Zincir kuralınıda dikkate alarak aşăgıdaki fonksiyonların türevini
hesaplayınız.

1. f(x) = arcsin
√

1− x2

2. f(x) = x arctan
√
x

3. f(x) = tan−1(x−
√

1 + x2)

4. f(x) =
√

1− x2 arcsinx

5. f(x) = (1 + x2) arctanx

6. f(x) = arcsin(tanx)

Örnek 134 f(x) = (x− 1
2 ) arcsin

√
x+ 1

2

√
x− x2 fonksiyonu için f ′(1) =?
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