DIFERENSIYEL KAVRAMI

Egrilere yaklagmanin bir yolu da bu egrilerin belirli noktalarindaki teget-
lerini kullanmaktir. y = f (z) egrisi a noktasinin bir komgulugunda siirekli
olsun. y = f (x) egrisinin P (a, f (a)) noktasindaki tegetinin denklemi;

y—[fla)=[(a)(z —a)

oldugunu biliyoruz. Bu durumda; P noktasindaki teget y = t(z) olmak
tizere, a noktasinin yeterince kiiciik bir komsulugunda bulunan x reel sayilar
icin

fx) = t(x)
yazilabilir. Bu yaklagiklik tanjant yaklasim olarak adlandirihir. Eger; Az =
r — a yazilirsa

fla+Az)~ f(a) + [ (a) Az
olacaktir ve boylece
Af(a) = f'(a) Az (1)

elde edilir. Diger yandan; y = t (x) teget denkleminde, Az = x — a yazilirsa
t(a+ Azx) = f(a)+ f (o) Az = f'(a) Az =t (a+Azx) — f(a) (2)
elde edilir. f fonksiyonunun a noktasindaki diferensiyeli

df (a) = ' (a) Az

olarak tamimlanir. df (a); x, a dan a + Az e degigirken y = ¢ (z) tegetinin
ordinatindaki degigimi verir. Bu durumda; f fonksiyonunun herhangi bir x
noktasindaki diferensiyeli;

olacaktir.

Ozel olarak; g (r) = x fonksiyonunun bir z noktasmdaki diferensiyeli ele
almirsa dg (x) = ¢ (z) Az esitliginden dr = Az elde edilir. Boylece; bagimsiz
degiskene gore artma ve diferensiyelin egit oldugu goriiliir.

f ve g fonksiyonlar1 z noktasinin bir komsulugunda siirekli ve ¢ sabit
olmak {izere;

d(f¥9) = df¥dg
dec = 0
def = cdf



dir.

Ornek 1. /98 sayisin yaklagik degerini tanjant yaklagim yontemini
kullanarak belirleyiniz.

Ornek 2. sin46° sayisiin yaklagik degerini tanjant yaklagim yontemini
kullanarak belirleyiniz.

BELIiRSiZ INTEGRAL

Tanim f bir / aralhig1 iizerinde tamiml bir fonksiyon olsun. Eger; her
x € [ i¢in
F(z) = f(2)
esitligini saglayan bir I’ fonksiyonu varsa, F' fonksiyonuna f fonksiyonunun
bir antitirevi ad1 verilir.

Ornek 1. f(z) = 3z fonksiyonunun baz antitiirevleri; f(z) = 2

g(x)=23+1, h(z)=2%+7 dir.

Teorem f bir [ araligi iizerinde tamimh bir fonksiyon olsun. f fonksiy-
onunun iki antitiirevi arasindaki fark sabittir.

Bu durumda; bir [ araligi tizerinde tanimli f fonksiyonunun bir antitiirevi
F ise, f fonksiyonunun antitiirevleri C' bir sabit olmak {iizere, genel olarak
F (z) 4+ C bigiminde ifade edilir.

Tanmim f fonksiyonu [ araligi iizerinde tiirevlenebilir olsun. f fonksiy-
onunun tiim antitiirevlerinin siifina f fonksiyonunun x degiskenine gére
belirsiz integrali denir ve bu sinif

/f (x) dz

ile gosterilir. [ simgesine integral igareti, f () ifadesine integrant, = degiske-
nine ise integrasyon degiskeni adi verilir.
Bu tamima gore; f fonksiyonunun [ araligi iizerinde bir antitiirevi F’ ise;

/f(a:)dx—F(x)—l—C, CeR

olacaktir.



Iyi bilinen baz tiirev formiilleri gézoniine alinarak asagida verilen integral
formiilleri kolaylikla elde edilir:

f:l:mdas—xm+1 +C (m# -1) fd—m—ln|$|+C’
_nglc—l—l r
fa’”dlei—a—l—C [etde =e"+C
fsin:cd:c:—cossc—l—C fcosxdx:sinx+0
dx dx
[ ——=—cotz+C [ —F—=—tanz +C
snéx cos? x
T T

= arctanz + C = arcsinz + C

Jiva I ==

dx 5 dx (e gl
fm:ln(a:+\/1+x)+0 fm_l (z+Va2-1)+C
fsinhxd:pzcoshx+0 fcosha:d:z::sinhx+0
[af (z)dx=a [ f(z)dz [(f(x)+g(x)de= [ f(z)de+ [g(z)dx

e 1 4
Ornek 2. (a) [ <3COSJI+\/5 m4+—) da::3sinx+gx_1/5+ln|m]+0
T

o s (

(e) [ (5 coshx +sinx +

5e® +
cos? x 1

dr = 2tanx + 5e* + arctanx + C
+ 22

1
dr = 5sinhz—cos z+In (z + V1 + 22)+
o m) ( )

Integral Alma Yéntemleri
Dogrudan hesaplayamadigimiz bazi integralleri hesaplamak icin gesitli
yontemler geligtirilmigtir:

1. Degisken Degistirme Yontemi
f fonksiyonu I arahig iizerinde siirekli ve u = ¢ (x) diferensiyellenebilir
fonksiyonunun goriintii kiimesi [ ise,

/f@m»JWsz/fwwu
esitligi elde edilir.

Ornek 3. T = J(1- 3x)° dz integralini hesaplamak icin v = 1 — 3z
alimirsa du = —3dxz bulunur. Boylece;

/(1—33:)5da::/u5%

3



esitligi elde edilir. Sag taraftaki integral kolaylikla hesaplanir:

ve dolayisiyla

dir.
Ornek 4 Asagida verilen integralleri hesaplayiniz.

d
= /r alinirsa dt = M Glacaktir. Bu du-

2Vx

ff

rumda;
2f = /2t2dt— 2/2tdt
\/_ = =
= 2 2 L= Lotigo
~ "In2 In 2
v+l
~ In2 +C
dir. )
) [ J ((x)) dx integralinde ¢ = g (x) alimirsa dt = ¢’ (z) dx olacaktir. Bu
g(z
durumda;
! dt
/Zg))dm— =l +C=mlg@)|+C
dir.
(¢) [ cotzdx
(d) f Cos T + Slnl‘dx
smdx —cosx
x
(6) f 16+x2

Uyar1 1. Degisken degistirme yontemi kullanilirken, bazi 6zel tipte
fonksiyonlarin integralleri i¢in uygulanan degisken degistirmeler belirlidir.
Ornegin;

(1) Integrant v/a2 — 22 den bagka koklii ifade igermeyen bir fonksiyon ise,

int -~ <t<
r =asint, —— —
2 2



degigken degistirmesi yapilarak, integrant trigonometrik fonksiyonlarin bir
rasyonel ifadesine doniigtiiriiliir.
(2) Integrant /o2 — a2 den baska koklii ifade igermeyen bir fonksiyon ise,

T T
T = asect, O<t<§veya§<t<7r
degisken degigtirmesi yapilarak, integrant koklii ifade icermeyen bir fonksiy-
ona doniistiiriiliir.
(3) Integrant v/z2 + a2 den basgka koklii ifade icermeyen fonksiyon ise,

—atant, —~ <t<—

z =atant, —3 <t < 5

degigken degistirmesi yapilarak integrant basitlestirilir.
(4) Trigonometrik fonksiyonlarin rasyonel ifadesi bigimindeki integrantlar
icin
oy
tan 5

degisken degistirmesi yapilarak, integrant bir rasyonel fonksiyona déniistiiriiliir.

Ornek 5. Asagida verilen integralleri hesaplaymiz.

3
(a) [ %daz integralini hesaplamak i¢in x = 2sint doniigiimii uygu-

lanirsa dx = 2 cos tdt olacaktir. Bu durumda;

T+ 3

= —2cost+3t+C
= —\/4—x2+3arcsin§+0

dir.
(b) > 3 olmak tizere [ 2—x9 integralini hesaplamak icin z = 3secf

doniistimii uygulanirsa dr = 3 sec 6 tan #df olacaktir. Bu durumda;

3secHtand
= —_— i = 0do
/ vV9sec20 -9 vee

1
= 3 (In|1 +sind| —In|l —sinfd|) + C

| 7=

dir.



2d
(e) [ \/% integralini hesaplamak i¢in oncelikle 2y = ¢ doniistimii
+4y
uygulanirsa 2dy = dt olup

/ dt

V1412

integrali elde edilir. Bu integrale ¢t = tanf doniigiimii uygulanirsa dt =
(1 + tan?#) df olacaktir. Bu durumda,;

/ 2dy B / dt 1+ tan®0 a0
/1 + 42 V142 V1 +tan?6
1 1 +sinf
= /sec@dﬁ—éln m +O

elde edilir. Sirasiyla; sinf =

(@) f

lanirsa dx =

t
ve t = 2y yazilarak sonu¢ elde edilir.
Viie vy ¢
- integralini hesaplamak i¢in tan — = ¢ doniigiimii uygu-
1+sinzx 2

2dt | x t x 1 .
= ve cos — = ————olacagindan

——, sin —
1+ ¢2 2 V142 2 V1+1t2
/ dx B / 1 2dt
i o 2t 2
1 +sinz 14 1+1¢

_/ 2dt _/ 2dt
) e+2t+1 ) (t+1)?

integrali elde edilir. Son olarak; ¢t + 1 = u doniisiimii uygulanarak integral
hesaplanir.

2. Kismi Integrasyon Yéntemi

Kismi integrasyon yontemi [ f (z) g (x) dz tipindeki integralleri basitlestirmek
icin kullanilir.

L@@l =7 @@ +f @) ()

esitliginin her iki yani1 x degiskenine gore integrallenirse
d
[t @e@lis = [ @)+ @9 @)ds
- [r@awdnt [ 1@ @
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olur ve boylece
/f’(:v)g(x>d:€ - f<x>g<m>—/f<x>g'<x>dx
/f<x>g'<.r>dx - f<x>g<x>—/f'<x>g<x>dx

esitlikleri elde edilir. Son egitliklerde u = f (x) ve v = g (z) alnirsa kismi
integrasyon formiilii olarak adlandirilan

/udv:uv—/vdu

Ornek 6. (a) [ xe**dz integralini hesaplamak igin u = x ve dv = ¢*dx
alinir ve kismi integrasyon formiilii uygulanirsa

/xewdx = uv—/vdu

esitligi elde edilir.

elde edilir.
(b) [ xcos3xdr integralinde u = x ve dv = cos 3zdx alinirsa

1 . 1 .
/$cos3$d1‘ = gzrfsmzv— g/sm?):rd:v

Lo —i—l +C
= —xsinz+ —coszw
3 9

olarak elde edilir.
(¢) [ 2 Inxdx integralinde u = Inz ve dv = x3dx alimirsa

1 1
/x3lnxdx = Zx4lnx—1/x3dx
1 1
= Zm4<lnx—1>+0

olarak elde edilir.



(d) [ arctan zdzx integralinde u = arctan z ve dv = dx alr, boylece daha
basit bir integral iceren

T
arctan xdx = x arctanx — dx
1+ 22

esitligi elde edilerek integral hesaplanir.




