
D·IFERENS·IYEL KAVRAMI

E¼grilere yaklaşman¬n bir yolu da bu e¼grilerin belirli noktalar¬ndaki te¼get-
lerini kullanmakt¬r. y = f (x) e¼grisi a noktas¬n¬n bir komşulu¼gunda sürekli
olsun. y = f (x) e¼grisinin P (a; f (a)) noktas¬ndaki te¼getinin denklemi;

y � f (a) = f 0 (a) (x� a)

oldu¼gunu biliyoruz. Bu durumda; P noktas¬ndaki te¼get y = t (x) olmak
üzere, a noktas¬n¬n yeterince küçük bir komşulu¼gunda bulunan x reel say¬lar¬
için

f (x) � t (x)
yaz¬labilir. Bu yaklaş¬kl¬k tanjant yaklaş¬m olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger; �x =
x� a yaz¬l¬rsa

f (a+�x) � f (a) + f 0 (a)�x
olacakt¬r ve böylece

�f (a) � f 0 (a)�x (1)

elde edilir. Di¼ger yandan; y = t (x) te¼get denkleminde, �x = x� a yaz¬l¬rsa

t (a+�x) = f (a) + f 0 (a)�x =) f 0 (a)�x = t (a+�x)� f (a) (2)

elde edilir. f fonksiyonunun a noktas¬ndaki diferensiyeli

df (a) = f 0 (a)�x

olarak tan¬mlan¬r. df (a) ; x; a dan a + �x e de¼gi̧sirken y = t (x) te¼getinin
ordinat¬ndaki de¼gi̧simi verir. Bu durumda; f fonksiyonunun herhangi bir x
noktas¬ndaki diferensiyeli ;

df (x) = f 0 (x) dx

olacakt¬r.
Özel olarak; g (x) = x fonksiyonunun bir x noktas¬ndaki diferensiyeli ele

al¬n¬rsa dg (x) = g0 (x)�x eşitli¼ginden dx = �x elde edilir. Böylece; ba¼g¬ms¬z
de¼gi̧skene göre artma ve diferensiyelin eşit oldu¼gu görülür.
f ve g fonksiyonlar¬ x noktas¬n¬n bir komşulu¼gunda sürekli ve c sabit

olmak üzere;

d (f � g) = df � dg
dc = 0

dcf = cdf
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dir.
Örnek 1.

p
98 say¬s¬n¬n yaklaş¬k de¼gerini tanjant yaklaş¬m yöntemini

kullanarak belirleyiniz.
Örnek 2. sin 46� say¬s¬n¬n yaklaş¬k de¼gerini tanjant yaklaş¬m yöntemini

kullanarak belirleyiniz.

BEL·IRS·IZ ·INTEGRAL

Tan¬m f bir I aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon olsun. E¼ger; her
x 2 I için

F 0 (x) = f (x)

eşitli¼gini sa¼glayan bir F fonksiyonu varsa, F fonksiyonuna f fonksiyonunun
bir antitürevi ad¬verilir.

Örnek 1. f (x) = 3x fonksiyonunun baz¬ antitürevleri; f (x) = x3;
g (x) = x3 + 1; h (x) = x3 + 7 dir.

Teorem f bir I aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon olsun. f fonksiy-
onunun iki antitürevi aras¬ndaki fark sabittir.
Bu durumda; bir I aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬f fonksiyonunun bir antitürevi

F ise, f fonksiyonunun antitürevleri C bir sabit olmak üzere, genel olarak
F (x) + C biçiminde ifade edilir.
Tan¬m f fonksiyonu I aral¬¼g¬üzerinde türevlenebilir olsun. f fonksiy-

onunun tüm antitürevlerinin s¬n¬f¬na f fonksiyonunun x de¼gişkenine göre
belirsiz integrali denir ve bu s¬n¬fZ

f (x) dx

ile gösterilir.
R
simgesine integral i̧sareti, f (x) ifadesine integrant, x de¼gi̧ske-

nine ise integrasyon de¼gi̧skeni ad¬verilir.
Bu tan¬ma göre; f fonksiyonunun I aral¬¼g¬üzerinde bir antitürevi F ise;Z

f (x) dx = F (x) + C; C 2 R

olacakt¬r.
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·Iyi bilinen baz¬türev formülleri gözönüne al¬narak aşa¼g¬da verilen integral
formülleri kolayl¬kla elde edilir:R
xmdx =

xm+1

m+ 1
+ C (m 6= �1)

R dx
x
= ln jxj+ CR

axdx =
ax

ln a
+ C

R
exdx = ex + CR

sin xdx = � cosx+ C
R
cosxdx = sinx+ CR dx

sin2 x
= � cotx+ C

R dx

cos2 x
= � tan x+ CR dx

1 + x2
= arctan x+ C

R dxp
1� x2

= arcsinx+ CR dxp
1 + x2

= ln
�
x+

p
1 + x2

�
+ C

R dxp
x2 � 1

= ln
�
x+

p
x2 � 1

�
+ CR

sinh xdx = cosh x+ C
R
coshxdx = sinhx+ CR

af (x) dx = a
R
f (x) dx

R
(f (x) + g (x)) dx =

R
f (x) dx+

R
g (x) dx

Örnek 2. (a)
R �

3 cos x+
5
p
x4 +

1

x

�
dx = 3 sinx+

4

5
x�1=5 + ln jxj+ C

(b)
R � 2

cos2 x
+ 5ex +

1

1 + x2

�
dx = 2 tanx+ 5ex + arctanx+ C

(c)
R �

5 cosh x+ sinx+
1p
1 + x2

�
dx = 5 sinhx�cosx+ln

�
x+

p
1 + x2

�
+

C

·Integral Alma Yöntemleri
Do¼grudan hesaplayamad¬¼g¬m¬z baz¬ integralleri hesaplamak için çeşitli

yöntemler geli̧stirilmi̧stir:

1. De¼gi̧sken De¼gi̧stirme Yöntemi
f fonksiyonu I aral¬¼g¬üzerinde sürekli ve u = g (x) diferensiyellenebilir

fonksiyonunun görüntü kümesi I ise,Z
f (g (x)) g0 (x) dx =

Z
f (u) du

eşitli¼gi elde edilir.

Örnek 3. I =
R
(1� 3x)5 dx integralini hesaplamak için u = 1 � 3x

al¬n¬rsa du = �3dx bulunur. Böylece;Z
(1� 3x)5 dx =

Z
u5
du

�3
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eşitli¼gi elde edilir. Sa¼g taraftaki integral kolayl¬kla hesaplan¬r:Z
u5
du

�3 =
�u6
36

+ C

ve dolay¬s¬yla

I =
� (1� 3x)6

36
+ C

dir.
Örnek 4. Aşa¼g¬da verilen integralleri hesaplay¬n¬z.

(a)
R 2pxp

x
dx integralinde t =

p
x al¬n¬rsa dt =

dx

2
p
x
olacakt¬r. Bu du-

rumda; Z
2
p
x

p
x
dx =

Z
2t2dt = 2

Z
2tdt

= 2
2t

ln 2
+ C =

1

ln 2
2t+1 + C

=
2
p
x+1

ln 2
+ C

dir.

(b)
R g0 (x)
g (x)

dx integralinde t = g (x) al¬n¬rsa dt = g0 (x) dx olacakt¬r. Bu

durumda; Z
g0 (x)

g (x)
dx =

Z
dt

t
= ln jtj+ C = ln jg (x)j+ C

dir.
(c)

R
cotxdx

(d)
R cosx+ sinx
sin x� cosxdx

(e)
R dx

16 + x2

Uyar¬ 1. De¼gi̧sken de¼gi̧stirme yöntemi kullan¬l¬rken, baz¬ özel tipte
fonksiyonlar¬n integralleri için uygulanan de¼gi̧sken de¼gi̧stirmeler belirlidir.
Örne¼gin;
(1) ·Integrant

p
a2 � x2 den başka köklü ifade içermeyen bir fonksiyon ise,

x = a sin t;��
2
< t <

�

2

4



de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬larak, integrant trigonometrik fonksiyonlar¬n bir
rasyonel ifadesine dönüştürülür.
(2) ·Integrant

p
x2 � a2 den başka köklü ifade içermeyen bir fonksiyon ise,

x = a sec t; 0 < t <
�

2
veya

�

2
< t < �

de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬larak, integrant köklü ifade içermeyen bir fonksiy-
ona dönüştürülür.
(3) ·Integrant

p
x2 + a2 den başka köklü ifade içermeyen fonksiyon ise,

x = a tan t; � �
2
< t <

�

2

de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬larak integrant basitleştirilir.
(4) Trigonometrik fonksiyonlar¬n rasyonel ifadesi biçimindeki integrantlar

için
tan

x

2
= t

de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬larak, integrant bir rasyonel fonksiyona dönüştürülür.

Örnek 5. Aşa¼g¬da verilen integralleri hesaplay¬n¬z.

(a)
R x+ 3p

4� x2
dx integralini hesaplamak için x = 2 sin t dönüşümü uygu-

lan¬rsa dx = 2 cos tdt olacakt¬r. Bu durumda;Z
x+ 3p
4� x2

dx =

Z
(2 sin t+ 3) dt

= �2 cos t+ 3t+ C
= �

p
4� x2 + 3arcsin x

2
+ C

dir.

(b) x > 3 olmak üzere
R dxp

x2 � 9
integralini hesaplamak için x = 3 sec �

dönüşümü uygulan¬rsa dx = 3 sec � tan �d� olacakt¬r. Bu durumda;Z
dxp
x2 � 9

=

Z
3 sec � tan �p
9 sec2 � � 9

d� =

Z
sec �d�

=
1

2
(ln j1 + sin �j � ln j1� sin �j) + C

dir.
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(c)
R 2dyp

1 + 4y2
integralini hesaplamak için öncelikle 2y = t dönüşümü

uygulan¬rsa 2dy = dt olup Z
dtp
1 + t2

integrali elde edilir. Bu integrale t = tan � dönüşümü uygulan¬rsa dt =
(1 + tan2 �) d� olacakt¬r. Bu durumda;Z

2dyp
1 + 4y2

=

Z
dtp
1 + t2

=

Z
1 + tan2 �p
1 + tan2 �

d�

=

Z
sec �d� =

1

2
ln

����1 + sin �1� sin �

����+ C
elde edilir. S¬ras¬yla; sin � =

tp
1 + t2

ve t = 2y yaz¬larak sonuç elde edilir.

(d)
R dx

1 + sinx
integralini hesaplamak için tan

x

2
= t dönüşümü uygu-

lan¬rsa dx =
2dt

1 + t2
, sin

x

2
=

tp
1 + t2

ve cos
x

2
=

1p
1 + t2

olaca¼g¬ndanZ
dx

1 + sinx
=

Z
1

1 +
2t

1 + t2

2dt

1 + t2

=

Z
2dt

t2 + 2t+ 1
=

Z
2dt

(t+ 1)2

integrali elde edilir. Son olarak; t + 1 = u dönüşümü uygulanarak integral
hesaplan¬r.

2. K¬smi ·Integrasyon Yöntemi
K¬smi integrasyon yöntemi

R
f (x) g (x) dx tipindeki integralleri basitleştirmek

için kullan¬l¬r.

d

dx
[f (x) g (x)] = f 0 (x) g (x) + f (x) g0 (x)

eşitli¼ginin her iki yan¬x de¼gi̧skenine göre integrallenirseZ
d

dx
[f (x) g (x)] dx =

Z
[f 0 (x) g (x) + f (x) g0 (x)] dx

=

Z
f 0 (x) g (x) dx+

Z
f (x) g0 (x) dx
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olur ve böyleceZ
f 0 (x) g (x) dx = f (x) g (x)�

Z
f (x) g0 (x) dxZ

f (x) g0 (x) dx = f (x) g (x)�
Z
f 0 (x) g (x) dx

eşitlikleri elde edilir. Son eşitliklerde u = f (x) ve v = g (x) al¬n¬rsa k¬smi
integrasyon formülü olarak adland¬r¬lanZ

udv = uv �
Z
vdu

eşitli¼gi elde edilir.

Örnek 6. (a)
R
xe5xdx integralini hesaplamak için u = x ve dv = e5xdx

al¬n¬r ve k¬smi integrasyon formülü uygulan¬rsaZ
xe5xdx = uv �

Z
vdu

=
1

5
xe5x � 1

5

Z
e5xdx

=
1

5
xe5x � 1

25
e5x + C

elde edilir.
(b)

R
x cos 3xdx integralinde u = x ve dv = cos 3xdx al¬n¬rsaZ

x cos 3xdx =
1

3
x sin x� 1

3

Z
sin 3xdx

=
1

3
x sin x+

1

9
cosx+ C

olarak elde edilir.
(c)

R
x3 lnxdx integralinde u = ln x ve dv = x3dx al¬n¬rsaZ

x3 lnxdx =
1

4
x4 lnx� 1

4

Z
x3dx

=
1

4
x4
�
lnx� 1

4

�
+ C

olarak elde edilir.
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(d)
R
arctanxdx integralinde u = arctan x ve dv = dx al¬n¬r, böylece daha

basit bir integral içerenZ
arctanxdx = x arctanx�

Z
x

1 + x2
dx

eşitli¼gi elde edilerek integral hesaplan¬r.
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