
2. ALAN HESABI
2.1 E¼gri Alt¬ndaki Alan
Bu kesimde belirli integral yard¬m¬yla e¼griler taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgelerin

alan¬n¬hesaplayaca¼g¬z. Belirli integral tan¬m¬ndan da hat¬rlanaca¼g¬gibi e¼ger f
fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬üzerinde sürekli ve pozitif ise

R b
a
f(x)dx belirli integrali

aral¬k üzerinde f nin gra�¼gi alt¬nda kalan alan¬vermektedir.
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E¼ger f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬üzerinde negatif ise aral¬k üzerinde f nin gra�¼gi
ile x-ekseni aras¬nda kalan bölgenin alan¬

R b
a
�f(x)dx ile hesaplan¬r.
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E¼ger f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬üzerinde pozitif ve negatif de¼gerlerden her ikisini
de al¬yorsa, aral¬k üzerinde f nin gra�¼gi ile x-ekseni aras¬nda kalan alan, f nin
pozitif oldu¼gu bölgedeki alan ile negatif oldu¼gu bölgedeki alan¬n toplam¬olur.
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Sonuç olarak y = f(x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ise, aral¬k üzerinde f
nin gra�¼gi ve x-ekseni taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin toplam alan¬k¬saca

A =

Z b

a

jf(x)j dx

eşitli¼gi ile hesaplan¬r.

Example 1 f(x) = x3 e¼grisi x = �2 ve x = 2 do¼grular¬ve x-ekseni taraf¬ndan
s¬n¬rlanan bölgenin alan¬
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olur.

Example 2 f(x) = x2 � 4x + 3 e¼grisi, x = 2 ve x = 4 do¼grular¬ ile x-ekseni
aras¬nda kalan bölgenin alan¬n¬hesaplay¬n¬z.
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elde edilir.

Not: Benzer düşünce ile x = u(y) e¼grisi, y = c ve y = d do¼grular¬ile y-ekseni
taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin alan¬

A =

Z d

c

ju(y)j dy

şeklinde hesaplan¬r.
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Example 3 y = ex e¼grisi, y = 1 ve y = 2 do¼grular¬ ile y-ekseni taraf¬ndan
s¬n¬rlanan bölgenin alan¬n¬bulunuz.
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ln ydy = 2 ln 2� 1 br2:

bulunur.

0.0.1 ·Iki E¼gri Taraf¬ndan S¬n¬rlanan Alan

f ve g fonksiyonlar¬[a; b] aral¬¼g¬ndaki her x için f(x) � g(x) eşitsizli¼gini sa¼glayan
sürekli fonksiyonlar olmak üzere y = f(x); y = g(x) e¼grileri ile x = a ve x = b
do¼grular¬taraf¬dan s¬n¬rlalan bölgenin alan¬aşa¼g¬daki şekilde hesaplan¬r.
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olur. Her durumda da belirtilen bölgenin alan¬

A =

Z b

a

[f(x)� g(x)]dx

eşitli¼gi ile hesaplan¬r. Yani üstteki e¼griden alttaki e¼grinin ç¬kar¬lmas¬ile

y�ust � yalt = f(x)� g(x)

elde edilen fark¬n [a; b] üzerindeki integrali istenen bölgenin alan¬n¬vermektedir.
Ancak f ve g nin gra�kleri [a; b] aral¬¼g¬nda birbirlerini kesiyorlarsa bu formül
geçerli olmaz. Bu durumda f ve g nin kesi̧sme noktalar¬dikkate al¬narak, bu

3



noktalar aras¬nda y�ust � yalt fark¬oluşturulmal¬d¬r.
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Sonuç olarak y = f(x) ve y = g(x) fonksiyonlar¬ [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli ise,
aral¬k üzerinde f ve g nin gra�kleri taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin toplam alan¬
k¬saca

A =

Z b

a

jf(x)� g(x)j dx

eşitli¼gi ile hesaplan¬r.
Not: ·Iki e¼gri aras¬nda kalan alan hesaplan¬rken, integrant ile integralin s¬n¬r-

lar¬n¬ belirlemek kolay olmayabilir. Bunlar¬ do¼gru tespit etmek için bölgeyi
çizmek yararl¬olur. Daha sonra, bölge içinde kalacak şekilde y-eksenine paralel
bir şerit çizilir. Şeridin üst ve alt ucundaki e¼griler belirlenir. y�ust � yalt fark¬
integrantt¬r (Bu durumda mutlak de¼gere ihtiyaç kalmaz). ·Integralin s¬n¬rlar¬
ise, şeridin bölge ile kesi̧sti¼gi en sa¼g ve en sol uç noktalard¬r.

Example 4 y =
p
x ve y = x2 e¼grileri taraf¬ndan s¬n¬rlanan bölgenin alan¬n¬

hesaplay¬n¬z. Önce bu e¼grilerin kesim noktalar¬n¬bulal¬m. x2 =
p
x ise x = 0

ve x = 1 olur.
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Example 5 y = x � 1 do¼grusu ile y2 = 2x + 6 e¼grisi taraf¬ndan s¬n¬rlanan
bölgenin alan¬n¬hesaplay¬n¬z.
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E¼grilerin kesim noktalar¬(�1;�2) ve (5; 4) noktalar¬d¬r. O zaman istenen böl-
genin alan¬(y de¼gişkenine göre integral alarak)
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Z 4

�2
(xsa�g � xsol)dy

=

Z 4

�2
[y + 1� (1

2
y2 � 3)]dy

= 18 br2

olur. Ayn¬bölgenin alan¬n¬x de¼gişkenine göre integral alarak da hesaplayabiliriz.
Bu durumda [�3;�1] aral¬¼g¬nda y�ust =

p
2x+ 6 ve yalt = �

p
2x+ 6 olur.

[�1; 5] aral¬¼g¬nda ise y�ust =
p
2x+ 6 ve yalt = x� 1 olaca¼g¬ndan istene alan

A =

Z �1

�3
[
p
2x+ 6� (�

p
2x+ 6)]dx+

Z 5

�1
[
p
2x+ 6� (x� 1)]dx

= 18 br2

olur. Ancak burada x de¼gişkenine göre integral almak daha zordurParametrik
E¼griler Tarf¬ndan S¬n¬rlana Bölgelerin Alan¬

2.2 Parametrik E¼griler Tarf¬ndan S¬n¬rlana Bölgelerin Alan¬
g ve h türevlenebilir iki fonksiyon olmak üzere�

x = g(t)
y = h(t)

parametrik denklemi ile verilen e¼gri ile x = a ve x = b do¼grular¬ taraf¬ndan
s¬n¬rlanan bölgenin alan¬n¬hesaplamak için

A =

Z b

a

jyj dx

formülünü t de¼gi̧skenine ba¼gl¬yazmak gerekir. Bu durumda dx = g0(t)dt olup t
nin a ve b ye karş¬l¬k gelen de¼gereleri s¬ras¬ile t1 ve t2 olmak üzere

A =

Z b

a

jyj dx =
Z t2

t1

jh(t)j g0(t)dt

5



olur.

Example 6 �
x = a cos t
y = b sin t

parametrik denklemi ile verilen elipsin alan¬n¬ bulunuz. Önce elipsin birinci
bölgede bulunan dörtte bir alan¬n¬hesplayal¬m.
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olur. Böylece A = �ab br2 bulunur.
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