
Pozitif Terimli Seriler ve Yak¬nsakl¬k Testleri

Her k 2 N için ak � 0 ise
1X
k=1

ak serisine �pozitif terimli bir seri� denir.

Bir serinin k¬smi toplamlar dizisi yard¬m¬yla yak¬nsak veya ¬raksak oldu¼gunu göstermek her

zaman kolay de¼gildir. Ancak bir serinin yak¬nsak veya ¬raksak oldu¼gunu baz¬testler yard¬m¬yla

göstermek mümkündür. Pozitif terimli serilere uygulanan bu testleri aşa¼g¬da verelim.

Teorem 5. (·Integral Testi)
1X
k=1

ak pozitif terimli bir seri olsun. f negatif olmayan sürekli

bir fonksiyon olmak üzere, [1;1) aral¬¼g¬nda azalan ve k � 1 için f (k) = ak sa¼glans¬n. Bu

durumda,

(i)

1Z
1

f (x) dx integrali yak¬nsak ise
1X
k=1

ak serisi yak¬nsakt¬r.

(ii)

1Z
1

f (x) dx integrali ¬raksak ise
1X
k=1

ak serisi ¬raksakt¬r.

Örnek 4.
1X
k=1

k

k2 + 1
serisinin yak¬nsak olup olmad¬¼g¬n¬inceleyiniz.

Çözüm. f (x) =
x

x2 + 1
fonksiyonu [1;1) aral¬¼g¬nda negatif olmayan sürekli bir fonksiyondur

ve x � 1 için f (x) azaland¬r. Ayr¬ca

1Z
1

f (x) dx =

1Z
1

x

x2 + 1
dx = lim

b!1

bZ
1

x

x2 + 1
dx

= lim
b!1

1

2
ln
�
x2 + 1

�����b
1

= lim
b!1

1

2

�
ln
�
b2 + 1

�
� ln 2

�
= 1

oldu¼gundan bu integral ¬raksakt¬r. Dolay¬s¬yla, integral testi gere¼gince
1X
k=1

k

k2 + 1
serisi ¬rak-

sakt¬r.

Teorem 6.
1X
k=1

1

kp
serisi p > 1 için yak¬nsak p � 1 için ¬raksakt¬r.
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Örnek 5.
1X
k=1

1

k1=3
serisi p =

1

3
< 1 oldu¼gundan ¬raksakt¬r.

Teorem 7. (Kaŗs¬laşt¬rma Testi)
1X
k=1

ak ve
1X
k=1

bk serileri pozitif terimli iki seri olsun. Bu

durumda,

(i) Her k 2 N için ak � bk ve
1X
k=1

bk serisi yak¬nsak ise
1X
k=1

ak serisi de yak¬nsakt¬r.

(ii) Her k 2 N için bk � ak ve
1X
k=1

bk serisi ¬raksak ise
1X
k=1

ak serisi de ¬raksakt¬r.

Örnek 6.
1X
k=1

1

k4 + k + 1
serisinin yak¬nsakl¬¼g¬n¬inceleyiniz.

Çözüm. k � 1 için
1

k4 + k + 1
<
1

k4

sa¼glan¬r.
1X
k=1

1

k4
serisi Teorem 6�dan yak¬nsak oldu¼gundan kaŗs¬laşt¬rma testinden

1X
k=1

1

k4 + k + 1

serisi de yak¬nsakt¬r.

Teorem 8. (Limit Testi)
1X
k=1

ak pozitif terimli bir seri ve lim
k!1

kpak =  olsun. Bu durumda,

(i) 0 �  <1 ve p > 1 ise
1X
k=1

ak serisi yak¬nsakt¬r.

(ii) 0 <  � 1 ve p � 1 ise
1X
k=1

ak serisi ¬raksakt¬r.

Örnek 7.
1X
k=1

1

k3 + 2k + 1
serisinin yak¬nsakl¬¼g¬n¬inceleyiniz.

Çözüm. p = 3 al¬n¬rsa

lim
k!1

kpak = lim
k!1

k3

k3 + 2k + 1
= 1 = 

elde edilir. p = 3 > 1 ve  = 1 oldu¼gundan limit testinden seri yak¬nsakt¬r.

Örnek 8.
1X
k=1

1

k + 3
serisinin yak¬nsakl¬¼g¬n¬inceleyiniz.
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Çözüm. p = 1 için

lim
k!1

kpak = lim
k!1

k

k + 3
= 1 = 

elde edilir. p = 1 ve  = 1 oldu¼gundan limit testinden seri ¬raksakt¬r.

Teorem 9. (Oran Testi)
1X
k=1

ak pozitif terimli bir seri ve lim
k!1

ak+1
ak

= r olsun. Bu durumda,

(i) r < 1 ise
1X
k=1

ak serisi yak¬nsakt¬r.

(ii) r > 1 ise
1X
k=1

ak serisi ¬raksakt¬r.

(iii) r = 1 ise oran testi sonuç vermez.

Örnek 9.
1X
k=1

2kk!

kk
serisinin yak¬nsak olup olmad¬¼g¬n¬inceleyiniz.

Çözüm. Oran testinden

r = lim
k!1

ak+1
ak

= lim
k!1

2k+1 (k + 1)!

(k + 1)k+1

2kk!

kk

= lim
k!1

20@1+1
k

1Ak =
2

e
< 1

olup seri yak¬nsakt¬r.

Örnek 10.
1X
k=1

k!

(k + 1) 3k
serisinin yak¬nsak olup olmad¬¼g¬n¬inceleyiniz.

Çözüm. Oran testinden

r = lim
k!1

ak+1
ak

= lim
k!1

(k + 1)!

(k + 2) 3k+1

k!

(k + 1) 3k

= lim
k!1

(k + 1)2

3(k+2)
=1

oldu¼gundan seri ¬raksakt¬r.

Teorem 10. (Kök Testi)
1X
k=1

ak pozitif terimli bir seri ve lim
k!1

k
p
ak = r olsun. Bu durumda,

(i) r < 1 ise
1X
k=1

ak serisi yak¬nsakt¬r.
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(ii) r > 1 ise
1X
k=1

ak serisi ¬raksakt¬r.

(iii) r = 1 ise kök testi sonuç vermez.

Örnek 11.
1X
k=1

1

kk
serisinin yak¬nsak olup olmad¬¼g¬n¬inceleyiniz.

Çözüm. Kök testinden

r = lim
k!1

k
p
ak = lim

k!1
k

r
1

kk
= lim

k!1

1

k
= 0 < 1

oldu¼gundan seri yak¬nsakt¬r.

Örnek 12.
1X
k=1

2�k
2
serisinin yak¬nsak olup olmad¬¼g¬n¬inceleyiniz.

Çözüm. Kök testinden

r = lim
k!1

k
p
ak = lim

k!1

k
p
2�k2 = lim

k!1
2�k = 0 < 1

oldu¼gundan seri yak¬nsakt¬r.

Alterne Seriler

Terimleri ard¬̧s¬k olarak i̧saret de¼gi̧stiren serilere �alterne seri� denir. Örne¼gin

1X
k=1

(�1)k�1 2k ve
1X
k=1

(�1)k

k + 1

serileri birer alterne seridir.

Teorem 11. (Leibnitz Testi) Her k � 1 için 0 < ak+1 � ak ve lim
k!1

ak = 0 ise
1X
k=1

(�1)k�1 ak

alterne serisi yak¬nsakt¬r.

Örnek 13.
1X
k=1

(�1)k+1

2k + 1
serisinin yak¬nsakl¬¼g¬n¬inceleyiniz.

Çözüm. ak =
1

2k + 1
al¬n¬rsa lim

k!1

1

2k + 1
= 0 d¬r ve k � 1 için 1

2k + 3
<

1

2k + 1
oldu¼gundan

0 < ak+1 � ak bulunur. Leibnitz testi gere¼gince verilen seri yak¬nsakt¬r.
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Örnek 14.
1X
k=1

(�1)k (k + 1)
(3k � 2) serisinin yak¬nsakl¬¼g¬n¬inceleyiniz.

Çözüm. lim
k!1

ak = lim
k!1

k + 1

3k � 2 =
1

3
6= 0 oldu¼gundan seri ¬raksakt¬r.

Tan¬m 3. (Mutlak Yak¬nsakl¬k)
1X
k=1

jakj serisi yak¬nsak ise
1X
k=1

ak serisi �mutlak yak¬nsak-

t¬r� denir.

Tan¬m 4. (Şartl¬Yak¬nsakl¬k)
1X
k=1

ak serisi yak¬nsak, fakat
1X
k=1

jakj serisi ¬raksak ise
1X
k=1

ak

serisi �şartl¬yak¬nsakt¬r� denir.

Teorem 12.
1X
k=1

jakj serisi yak¬nsak ise
1X
k=1

ak serisi de yak¬nsakt¬r. Yani, mutlak yak¬nsak

her seri yak¬nsakt¬r.

Örnek 15.
1X
k=1

(�1)k+1 2kk!
kk

serisinin yak¬nsakl¬¼g¬n¬inceleyiniz.

Çözüm.
1X
k=1

�����(�1)k+1 2kk!kk

����� =
1X
k=1

2kk!

kk
serisinin yak¬nsak oldu¼gu Örnek 9�dan görülmekte-

dir. Dolays¬yla,
1X
k=1

(�1)k+1 2kk!
kk

alterne serisi mutlak yak¬nsakt¬r. Mutlak yak¬nsak her seri

yak¬nsak oldu¼gundan bu alterne seri yak¬nsakt¬r.

Örnek 16.
1X
k=1

(�1)k+1

2k + 1
serisinin şartl¬yak¬nsak oldu¼gunu gösteriniz.

Çözüm.
1X
k=1

�����(�1)k+12k + 1

����� =
1X
k=1

1

2k + 1
serisi ¬raksak bir seridir. Gerçekten, limit testinden

p = 1 için lim
k!1

kpak = lim
k!1

k

2k + 1
=
1

2
=  oldu¼gundan

1X
k=1

1

2k + 1
serisi ¬raksakt¬r. Di¼ger

taraftan,
1X
k=1

(�1)k+1

2k + 1
alterne serisi Örnek 13�den yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬yla,

1X
k=1

(�1)k+1

2k + 1
serisi

şartl¬yak¬nsakt¬r.
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