Kismi Turevler

Tammm 1. ACR? f: A— R, 2= f(z,y) bir fonksiyon ve (a,b) € A
olsun. Eger

lim (a + ha b) B f(CL, b)
h—0 h

limiti varsa bu limite f nin x degiskenine gore (a, b) noktasindaki kismi tiirevi
denir.

0 0
i), i, iy

sembollerinden biriyle gosterilir. Benzer sekilde

lim (CL, b+ k) B f(a’a b)
h—0 k

limiti varsa bu limite f nin y degigkenine gore (a, b) noktasindaki kismi tiirevi
denir.

0 0
a—ﬁ(a,b» a—§|<a,b>, £,(a,b)

sembollerinden biriyle gosterilir.

Ornek 1. f(z,y) = 32%y+a®—y? igin f,(2,1) ve f,(2,1) kismi tiirevlerini
hesaplayiniz.

Cozum.
o J@24h1) - f(2,1)
4h? +1
iy 10 lim (16 + 4h) = 16,
h—0 h h—0
_ 912 _ 913
i SRR Z 3 lim(9 — 3k — 3k*) =9
k—0 k k—0



elde edilir.
Ornek 2. f (x,y) = Iny/2? + y? fonksiyonunun kismi tiirevini hesaplayimiz.

Coziim.

1 ! T
= (/22 2) —
fx 1/23‘2_|_y2( g +y ):L‘ 5132—|—y2

ve benzer sekilde

1 ( 5 ! Y
e e V), T

bulunur.
Yiiksek Mertebeden Kismi Turevler

f fonksiyonunun f, ve f, kismi tiirevlerinin de x ve y degiskenlerine gore
kismi tirevleri var ise bu tiirevlere f nin ikinci mertebeden kismi tiirevleri
denir. Buna gore f nin ikinci mertebeden kismi tiirevleri

82
fm = (fx>w - 3_;;

seklindedir.

Teorem 1. Eger f,. f,, fuy, fyz tiirevleri (a,b) noktasii igeren bir acik
bolgede taniml ve (a, b) noktasinda stirekli iseler

fffy(aa b) = fyff(aa b)



dir.

Ornek 1. f (z,y) = e **cosy fonksiyonunun f,, ve f,, tiirevlerini hesaplayip
esit olduklarini gosteriniz.

Coziim.

fo(z,y) = —2ze *cosy = fo,(z,y) = 2 **siny
fy(2,y) = —2ze ¥ siny = f,.(z,y) = 2 **siny

olup buradan f,,(z,y) = f,.(z,y) elde edilir.

Ornek 2. z = In(z*+ y?) fonksiyonunun Laplace denklemi denilen z,, +
zyy = 0 denklemini sagladigini gosteriniz.

Cozim.
2z 2y

Ry = y By = )

22 427 YT a2 42
I 2y? — 212 P 212 — 2y?
T (@24 y2)2 T (224 42)2

olup buradan
2% — 222 + 222 — 2¢?
Zpg + Zyy = Y vy _ 0

(22 + 12)?
elde edilir.

Zincir Kural

Teorem 1. z = f(z,y) seklinde tammlanan f : B — R fonksiyonu
verilmig olsun. f, f;, f, fonksiyonlar1 B iizerinde siirekli ve z = g(u,v), y =
h(u,v) fonksiyonlarinin u ve v degigkenlerine gére kismi tiirevleri varsa z =
f(g(u,v), h(u,v)) fonksiyonunun da u ile v degiskenlerine gore kismi tiirevleri

vardir ve
or _of o of oy
ou Ox Ou Oy Ou
o _ofor ol o
ov  Ox Ov Oy Ov



dir.

~ 923 ) . . v . d . ..

Ornek 1. u = x"y’z vexr = t*, y = t, z = cost olduguna gore 7 tirevini
bulunuz.

Cozim.

du_0fde  0fdy  9fd
dt — Oxdt Oydt 0Ozdt

ve

of 5 Of 5 o Of 5 3 dx dy dz ,
2L —ogyBa, 2 =3 S ©oon, L =1, = —sint
ox W Ay R PR AT " dt " dt s

olup buradan

du
qu = 4t*cost + 3tScost — t®sint

elde edilir.
Kapali1 Olarak Tanimlanan Fonksiyonlarin Tiirevi

Tanim 1. [ : 2 — f(x) veya y = f(x) bi¢ciminde tanimlanan bir
f fonksiyonuna bir agik fonksiyon, F'(z,y) = 0 bigimindeki bir bagmtiyla
tanimlanan fonksiyona da kapali fonksiyon denir.

F(z,y,2z) = 0 bagmtis1 bir z = f(x,y) fonksiyonu tanimlamig olsun. F,
ve F, kismi tirevleri siirekli ve F, # 0 olsun. Zincir kuralindan

a_Fd_x+a_F@+a_F%—()
ox 'dx Oy 0x 0z 0x
dx

vazilabilir. 2% =1, % = 0 olacagindan

or or -
or 0z 0r

bulunur. Buradan



0z F,

dr ~ F,
bagintisi elde edilir. Benzer sekilde y degiskenine gore tiirev alarak,

0z  F,

oy F.
oldugu gosterilebilir.

Ornek 1. 2*+ xyz+2y? — 1 = 0 bagmtisiyla kapali bicimde tanimlanan
z = f(z,y) fonksiyonunun (1, 2, 1) noktasindaki kismi tiirevlerini hesaplayiniz.

Coziim.

F=24aoyz+ay® —1,

Fx:yz+y2,Fy:x2+2xy,Fz:3,22—1—3:3/

olup buradan

0z F, yz +1? 0z 6
_— = —— = —2— = —|(17271) —_ ——
ox F, 322+uxy  Ox 5
ve
0z F, rz+2xy 0z 1
_—= = = —2— = — (1’2’1) = —— = —1
dy F, 322 + 2y dy 1

bulunur.



Maksimum ve Minimumlar

Tanim 1. (p,q) € R? ve £ > 0 olsun.

K(e) ={(z,y): V(z —p)* +(y —q)* <e} CR?

kiimesine (p, ¢) noktasimin & komsulugu denir.

Tanim 2. A C R? f: A — R bir fonksiyon, (a,b) € A olsun. Her
(z,y) € Ki(e) icin

f(z,y) < f(a,b)

olacak sekilde (a,b) noktasimin bir K (e) komsulugu varsa f fonksiyonu
(a, b) noktasinda bir yerel (lokal) maksimuma sahiptir denir. f(a,b) sayisina
da f fonksiyonunun bir yerel maksiumum degeri denir.

(¢,d) € A olsun. Her (z,y) € Ks(¢) igin

fx,y) = fle,d)

olacak gekilde (a,b) noktasinin bir K7 (e) komsulugu varsa f fonksiyonu
(a, b) noktasinda bir yerel (lokal) minimuma sahiptir denir. f(c,d) sayisina
da f fonksiyonunun bir yerel minimum degeri denir.

Yerel maksimum ve yerel minimum noktalarina fonksiyonun yerel ek-
stremum noktalar1 denir.

Eger bir (m,n) noktasinin her komgulugunda f(z1,y1) < f(m,n) olacak
sekilde (z1,y1) ve f(xe,y2) > f(m,n) olacak sekilde
(x2,y2) noktasi varsa (m,n) noktasina bir eyer noktasi denir.

(p,q) € A olsun. Her (x,y) € A igin f(z,y) < f(p,q) ise f fonksiy-
onu (p, q) noktasinda mutlak maksimuma, (r,s) € A ve her (z,y) € A i¢in
flx,y) > f(r,s) ise f fonksiyonu (7, s) noktasinda mutlak minimuma sahiptir
denir.



Teorem 1. z = f(z,y) fonksiyonu (a,b) noktasinda ikinci mertebeden
siirekli kismi tiirevlere sahip bir fonksiyon ve

fr(a=b> - fy(a7b) =0
olsun.
(1) fee(a,b)fyy(a,b) = f2,(a,b) < 0ise (a,b) eyer noktasidir.

(2) fea(a,b) fyy(a,b) — f2,(a,b) > 0 ve fiz(a,b) > 0 ise (a,b) noktas: yerel
minimum noktasidir.

(3) feu(a,b) fyy(a,b) — f2,(a,b) > 0 ve fiz(a,b) <0 ise (a,b) noktas: yerel

maksimum noktasidir.

Ornek 1. f:R2 5 R flz,y) = 2% + 2y + y* — 22 — 3y fonksiyonunun
yerel ekstremum degerlerini bulunuz.

Cozim. f, =2z +y—2, f, =2+ 2y — 3 olup buradan 2o +y —2 =0

ve x + 2y — 3 = 0 egitliklerini saglayan P = (%, %) noktasi kritik noktadar.

foo (5.5 w(5.3) — f2,(5,3) = 4—1 = 3 > 0 elde edilir. Boylece
fm(é, %) = 2 > 0 oldugundan P = %, %) noktasi bir yerel minimum nok-
tasidir.

Ornek 2. z = /22 + 42 konisi tizerinde P(1,2,0) noktasma en yakin
olan Q noktasinin koordinatlarini bulunuz. p noktasinin koniye olan uzakligini
hesaplayiniz.

Coziim. @ noktasimin koordinatlarina x,y, z diyelim. Q noktasi koni

tizerinde oldugundan z = /2% 4+ y2 olup Q(zx,y, /22 + y?) ile P(1,2,0) nok-

tast arasindaki uzakligin minimum olmasi gerekmektedir. Bu uzaklik

A== 1P+ (y =22 +a" + 1

seklindedir. Bu ifadenin minimum olmasi igin



flay)=(r—1)"+ -2 +2" +y
ifadesinin minimum olmas: gerekir.

(1) fo(z,y) =2(x—1)+20=0=>4x—-2=0

ve

Q) fy(z,y) =2(y—2)+2y=0=>=4y—4=0

ve boylece (z,y) = (3,1) elde edilir. O halde Q noktasmm koordinatlar:

Q(%,1,%5) olacaktir. Bu durumda P(1,2,0) noktasmm koniye olan uzaklig

d:\/(%—1)2+(1—2)2+<%)2+12:\/§

birim bulunur.



