13. iKi KATLI iINTEGRALLERIN HESABI

Teorem 1. (Birinci Fubini Teoremi): B = {(z,y):a <x <b, c<y<d}ve f: B—R

fonksiyonu siirekli olsun. Bu takdirde

/f(aay)dAz/b /df(a:,wdy dx—/d / (v, ) d | dy

olur.

Ornek 1. B = {(z,y): 1 <z <3, 0 <y < 4} bolgesi tizerinde f (z,7) = 221> fonksiyonunun

iki kath integralini hesaplayiniz.

Coziim.

4 3
/ f(z,y)dA = //2my3dxdy
B 01
4 /3
= / /2xy3dx dy

0 1
4

- /(ﬁ ) It dy
4

= /9y )
0

= /8y2dy

0

= 512

olur. Integrasyon sirasim degistirirsek; yani 6nce y, sonra = degiskenine gore integral alinirsa



sonug degismez. Gergekten

3 4

/ / floy)dA = / / Sy

10
3 4

= / / 2zy3dy | dx

1 0
3

1
= /Exy4 |é dx

1
3

= /1283:d:v

1
= 0512

olur. Integrasyon sirasi degistirilirse; yani oénce y, sonra x degigkenine gore integral alinirsa

sonu¢ degismez. Gergekten

1

/B/ floy)dA = /3 0/4 Sy

3

4
= / / 2zy3dy | dx
0

1
3

1
= /§$y4 o dz

1
3

= /128:1:61:6

1
= 0512

bulunur.

Teorem 2. (ikinci Fubini Teoremi): u,v : [a,b] — R fonksiyonlan siirekli, ¥ = € [a, b]
icin u(z) <wv(zx) ve B={(z,y):a<z<b u(zr)<y<wv(x)}olsun. f: B — R fonksiyonu

stirekli ise
()

//f(a:,y)dA:/b f (o) dy | do

a w(z)



saglanir.

Ornek 2. B={(r,y):0< 2 <3, —2r <y<a?+1} bolgesi iizerinde

/B/(x iyl)QdA

integralini hesaplayiniz.

Coziim.
9 3 x2+1 5
[ = [ ] e
B(x+ ) ) (r+1)
p 2
— / Y x2+1
1 2 -2z
/)
3 (22 +1)° — 422
= / 5—dx
(x+1)
0
3
= /(x— 1)% da
0
= 3
bulunur.
Ornek 3. Asagidaki iki katl integralleri hesaplaymiz.
2 1 L 1 11
a) // (4—2z—y)dydr b) //1f_ sdydr  c) // (x +y)dydx  d) //x%“ydxdy
00 00 Y 00 0y



Coziim. a)
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d)

IKi KATLI INTEGRALLERDE BOLGE DONUSUMLERI

Bolge doniigtimleri boliimiinde belirtildigi gibi, uv— diizlemindeki bir D bolgesi

doniisiimii yardimiyla zy— diizlemindeki bir B bolgesi tizerine bire bir olarak doniigtiiriilmiig

olsun.
0 (l’, y) Ty Ty

Yu Yo

olmak tizere
[ 1 @wdsay = [ [ 1000 b)) duae

esitligi ile verilir. Eger 6zel olarak

z =rcosf
y =rsind

alinarak kutupsal koordinatlarina gecilirse

/B/f (z,y) dzdy = /D/f (r cos 6, sin 0) rdrdf



olur. Ciinkii bu doniisiim i¢in

o T, T cosf rsinf
Yr Yo sinf rcosf

olarak bulunur.

Eger D ={(r,0):s(0) <r <t(0), a <0<} ise

B t(0)
//f (rcosf,rsinf) rdrdd = //f (rcosf,rsin®)rdrdd
B )

a s(0

olur.

Ornek 4. B bolgesi, koseleri (7,0), (27, 7), (7,27), (0,7) olan paralelkenar olduguna gére

// (z — y)*sin? (z + y) dedy

B
integralini
U=r+y
v=x—y
doniisiimii yardimiyla hesaplayiniz.
Coziim.
u=x+y
v=x—y
olmak tizere
rT4+y = Im—ov=n"m
r+y = m—oU="T
Yy = r+T7—>U=-—T,Y=T—T —>U=T



ve

olup

I = //(£—y)2sin2(x+y)dxdy

1
= //u2 sin? vﬁdudv

D

3t w

1
= —//u2 sin? vdudv
2
3

1 3
— i/% ™ _ sin® vdv

T
7.‘.3
3

3

3
1
/5 (1 — cos2v) dv

1 4
= " (v— Zsin2v = i
6 2 3

bulunur.

Ornek 5. B bolgesi, 522 + 2zy + 2y* = 1 elipsi tarafindan simirlanan bolgedir.

rT=Uu-+v

y=—2u+v

doniisiimii yardimiyla

I= //\/5332 + 22y + 2y2dA
B

integralini hesaplayiniz.

Coziim.



r=u-+v
y=—2u+v

olmak tizere

5u+0v)?+2(u+v) (—2u+v) +2(—2u+v)?

9 (u2 + 112)

ise

gemberi elde edilir. Buradan

olup

I = / V52 + 2xy + 2y2dA
B

_ / VO (2 + 08)3dudv

D

= 9//\/u2 + v2dudv
D
integrali elde edilir. Kutupsal koordinatlara gegilirse

1
27r§

I = 9//7“.7“d7“d9
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27r3
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0
1
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bulunur.

Ornek 6. B bolgesi, 22 + 32 = 1 ile 22 + y?> = 16 cemberleri tarafindan simirlanan bolgedir.

J://(a;2+y2)?11dA

integralini, kutupsal koordinatlar yardimiyla hesaplayiniz.

Coziim.
x =rcosf
y =rsinf
ve
O(y) _
J(r,0)
olmak tizere
1 27 4 1
// (2 +y?)d dady = // (r*)4 rdrdd
B 01
or 4 3

— //rﬁdrde
01
271'2 5

0

2
= Z(32-1)2n

124
= —

5

olarak elde edilir.
Aligtirmalar

1. Asagidaki integrallerin integrasyon bolgesini ¢iziniz, integrasyon sirasini degistiriniz ve

integrali hesaplayimiz.



1 VY

11 2 e
a) //dasdy b) //dasdy c) //xdxdy
0 vy 0 1 0 -y

9—4q?
/ 16xdydxr = 81 oldugunu gosteriniz.
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7 sinx

3. / / ydydxr = % oldugunu gosteriniz.
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