KUVVET SERILERI, TAYLOR SERILERI
Kuvvet Serileri

Tanim 1. xp € R ve Vk =0,1,2... i¢in ¢, € R olmak iizere

oo
ch(q: —20)F =g+ 1z — x0) + ol — o) + ...
k=0
seklindeki bir seriye kuvvet serisi denir. Buradaki ¢; sayilarina serinin kat-
sayilar1 adi verilir.
Eger Vk > p icin ¢, = 0 ise bu takdirde

ch(:p —20)" = co+ c1(x — ) + co(x — 20)? + ... + cp(x — 70)P
k=0

olur. Bu 6zel durumda kuvvet serisi bir polinom olur.

Verilen bir kuvvet serisinde incelenecek problem verilen bir kuvvet serisinin
hangi x ler i¢in yakinsak, hangileri i¢in 1raksak oldugudur.

Her kuvvet serisinin x = 1z icin yakinsak olacagi aciktir. Bu nedenle
hangi = ler derken xy dan farkhi = leri kastediyoruz. Her z ic¢in yakinsak
kuvvet serileri de vardir.

Ornegin:
> heo &7 serisi her z € R i¢in yakimsaktir. Her 2 € R igin oran testinden
z|

im0 <1
M

DA
(k+ 1) zk
olup serinin her z i¢in yakinsak oldugu cikar.
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et %(z — 2)* serisi de 2 den farkh her z i¢in wraksaktir. Gergekten
her z # 2 i¢in
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olur.

Tanim 2. Y 7 cx(z — xo)* kuvvet serisinin |z — 9| < R igin yakinsak
oldugu en biiyiik pozitif R sayisina, bu kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapi,
seriyi yakinsak yapan x noktalarinin olugsturdugu araliga da yakinsaklik araligi
denir.

Yakinsaklik yaricapi asagidaki teorem yardimiyla kolayca bulunabilir:

Teorem 1. (Cauchy-Hadamard Teoremi) )~ ¢,(z — z)" kuvvet
serisi i¢in lim {/|c,| = L olsun.

1) L # 0 ise R =  dir. Bu halde seri [z — 29| < R i¢in yaknsak,
|z — x| > R igin raksaktir.

2) L =0 ise R = oo dur. Bu durumda seri her x igin yakinsaktir.
3) L = oo ise R =0 dir. Bu durumda seri sadece x = z; i¢in yakinsaktir.

Ornek 1. Yoy (sz serisinin yakinsaklik araligimi bulunuz.

Cozim. L = lim {/|c,| = lim % = % =1 =1 oldugundan R = 1 =
1 dir. O halde verilen seri |x — 3| < 1 igin yakinsaktir.
lr=3|<l=-1<zr-3<1l=2<x<4

olur. O halde seri (2,4) araliginda yakinsaktir. x = 2 ve x = 4 i¢in yakinsak
olup olmadigim arastiralim. x = 2 igin

> (z —3)" = (-1
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monoton azalan bir sifir dizisi oldugundan bu
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alterne serisi elde edilir. (%

seri yakinsaktir.

r=4ign > 7, % iraksak serisi elde edilir. O halde yakinsaklik aralig:
2,4) arahigidir.



Cauchy- Hadamard teoreminde L = lim,,_,, {/|c,| yerine lim,,
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L alnabilir.
Teorem 2. (Terim- Terim Tiirevlenebilme Teoremi)

> oo k(T — 20)" kuvvet serisinin yakinsakhk yarigapt R ve Va € (2o —
R,z + R) icin

fl@) =) ele —zo)*

olsun. f fonksiyonu (zy — R, zo + R) araliginda tiirevlenebilirdir ve

f(z) = (Z cp(x — xo)k> = Z[ck(x —x0)f) = Z kep(x — zo)F ™t

dir.
Ayrica Y po (@ — o)k ve Y07 keg(z — x0)* ! serilerinin yakinsaklhik
yarigaplar: aynidir.

Teorem 3. (Terim- Terim Integrallenebilme Teoremi)

> reo ck(x — xo)" kuvvet serisinin yakinsaklhik yarigapt R ve Vo € (zg —
R,zo + R) igin

cx(z — xo)k

o

fx) =

ol

=0

olsun. f fonksiyonu (z¢ — R, x¢ + R) arahiginda integrallenebilirdir ve
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Taylor Serileri

Tanim 1. f fonksiyonu zy noktasini igeren bir aralikta her mertebeden
tiirevlenebilir olsun.

f'(xo)

1!

f// (xo)

o (x —20)* + ...

(x — x0)* = f(zo) + (2 — x0) +

?z\“”

oo

k=0
serisine, f fonksiyonu tarafindan a noktasinda tiretilen Taylor serisi ad1 ver-
ilir.

Simdi baz1 fonksiyonlar tarafindan tretilen birkag Taylor serisi bulalim.

Ornek 1. f(x) = e* fonksiyonunun z = 1 noktasi civarnda iirettigi
Taylor serisini bulunuz.

Cozum.

fl(z) =2e* = f"(x) = 2.2¢* = 2%e* =
f///(x) _ 2362x’ - f(n)($) — 2n€2x
olacagindan
f(n)(l) — 2n€2

olur. O halde f(z) = €** fonksiyonunun z = 1 noktasinda iirettigi Taylor
serisi

(o) (o)
f(n) ( ) on 62
Z n (z—1)" Z n (z—1)"
n=0 n=0
olur.
x = 0 noktasi civarinda tiretilen Taylor serisine Maclaurin serisi de denir.

Ornek 2. f(z) = cosx fonksiyonunun Maclaurin seri agilimini bulunuz.

Céziim.
f(x) = —sinz = cos (m - g)
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f"(z) = —cosx = cos (x + 2%)
" (x) = sinz = cos (a: + 3%)

oldugundan her n € N i¢in

) (x) = cos <a: + n%)

elde edilir.

n B ™ | O,n=2k+1
f™(0) = cos (ng) = { (—1)%,n — 2k

bulunur. Istenilen Maclaurin serisi

— f0) , = (—1)F
nzzo nl " T (zk;)!‘”%

olur.

f fonksiyonunun z, noktasinda tirettigi seri onun kismi toplami ile kalan
terimin toplami olarak yazildiginda, kismi toplam

f”(x())
2!

fn(%)

n!

To(x,x0) = f(xo) + f(w0)(x — 20) + (x—20)* 4 ... + (x —xo)"
bigiminde n. dereceden bir polinomdur. Bu polinoma f nin zy noktasinda

irettigi Taylor polinomu adi verilir.

Ornek 3. f(z) = e fonksiyonunun z = 0 noktasinda {irettigi Taylor
polinomunu bulunuz.

Cozim.

2 33'3 n

€T
Tn(:v,()):1+x+§+§+...+m

olur.



Ornek 4. f(z) = 23 + 322 — 2z + 4 fonksiyonunun = = 1 noktasinda
irettigi 3. dereceden Taylor polinomunu bulunuz.

Cozim.
f(1) =6,
flx) =32 +6c—2= f(1)=T,
f"(x)=6x+6= f"(1)=71,
f"(x) =6= f(1) =6,
P =0
oldugundan z* + 322 =22 +4 =6+ T7(z + 1) + L(z + 1) + (z + 1)* olur.



